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Resumo. Neste trabalho abordamos algumas ferramentas que possibilitam aplicar o metódo de
Galerkin para uma equação de difusão fracionária, determinando estimativas a priori e formulação
variacional que nos permitem garantir existência e unicidade de uma solução.

Palavras-chave. Método de Galerkin, equação de difusão fracionária, estimativas a priori, existência
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1 Introdução

O cálculo fracionário tem ganhado muito destaque nas últimas décadas, devido as suas aplicações
em diferentes campos da ciência, em particular, na engenharia, fornecendo várias ferramentas úteis
para resolver equações diferenciais e integrais e outros problemas envolvendo funções especiais da
f́ısica matemática, além de suas extensões e generalizações em uma e mais variáveis. Dentre as
várias aplicações do cálculo fracionário podemos citar o fluxo de um fluido, reologia, processos
dinâmicos em estruturas auto-semelhantes e porosas, transporte difusivo semelhante à difusão,
redes elétricas, probabilidade e estat́ıstica, teoria de controle de sistemas dinâmicos e viscoelasti-
cidade (ver [6]).

Vamos discutir o seguinte problema, equação de difusão e condição inicial ut + ∂t(gα ∗ (−∆)γu) = f, Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), Ω,
(1)

em que α ∈ R, 0 < α < 1, T > 0, 0 < γ < 1, Ω é um domı́nio limitado suave de Rn, u = 0 na
fronteira de Ω, ∗ denota o produto de convolução e gα é a função de Gel’fand Shilov definida por

gα(t) =


tα−1

Γ(α)
, t > 0,

0, t ≤ 0,
(2)
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onde Γ é a função gama de Euler. Além disso, o operador Laplaciano fracionário pode ser definido
na sua forma espectral por (ver seção 2.5.1 de [7]):

(−∆)γu(x) :=

∞∑
k=1

λγk (u, ek)L2(Ω) ek(x), (3)

onde γ ∈ (0, 1), λk são autovalores, e ek são autofunções de (−∆) com condições de contorno de
Dirichlet, ou seja,

−∆ek = λkek, em Ω,

ek = 0, sobre ∂Ω.
(4)

As equações de difusão de ordem fracionária descrevem fenômenos de difusão anômala, que
auxiliam na análise de sistemas como: difusão em plasmas, difusão em fractais, difusão anômala
em superf́ıcies ĺıquidas, análise de histogramas de batidas do coração em indiv́ıduos saudáveis,
entre outros sistemas f́ısicos (ver [1] e [2]).

A difusão anômala pode ser caracterizada tanto por admitir saltos do tipo Levy flights, re-
presentados matematicamente pelo Laplaciano fracionário, como também long rests descritos pela
derivada fracionária. Neste caso, a equação apropriada, segundo Schneider e Wyss [9] e Metzler e
Klafter [8], é dada por

ut +D1−α
t (−∆)γu = 0, (5)

onde γ ∈ (0, 1) e Dβ
t ϕ denota a derivada fracionária de ϕ de ordem β > 0 no sentido de Riemann-

Liouville, ou seja, α ∈ (0, 1) (ver definição abaixo). Dessa maneira, (5) pode ser reescrita como a
equação

ut + ∂t

∫ t

0

gα(t− s)(−∆)γu(s)ds = 0, (6)

onde gα é a função definida em (2).
Para a formulação variacional do problema vamos usar a forma integral de (1), dada por

u = u0 − gα ∗ (−∆)γu+ 1 ∗ f. (7)

Vamos abordar a formulação variacional e demonstrar uma estimativa a priori das soluções
aproximadas da forma integral de (1), dada por (7), resultados que servirão para aplicar o método
de Galerkin (ver [4]), que consiste em encontrar soluções aproximadas para o problema, projetando-
o em subespaços de dimensão finita, lidando com equações diferenciais lineares de ordem fracionária
com valores iniciais.

2 Preliminares

Nessa seção apresentamos algumas definições e notações para o presente trabalho.

Definição 1. Seja Ω = [a, b] (−∞ < a < b <∞) um intervalo finito sobre os reais R. As integrais
fracionárias de Riemann-Liouville, Iαa+ e Iαb− de ordem α ∈ R (α > 0) são dadas por:

(Iαa+f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds, t > a,

(Iαb−f)(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(s− t)α−1f(s)ds, t < b, (8)

onde Γ(α) é a função gama e f ∈ L1[a, b].
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Definição 2. As derivadas fracionárias de Riemann-Liouville, Dα
a+ e Dα

b− de ordem α ∈ R (α > 0)
são dadas por:

(Dα
a+f)(t) =

(
d

dt

)n
(In−αa+ f)(t), (n = [α] + 1, t > a),

(Dα
b−f)(t) = (−1)n

(
d

dt

)n
(In−αb− f)(t), (n = [α] + 1, t < b),

onde [α] significa a parte inteira de α e f : I → R. Tomamos n = α, se α ∈ N0.

Definição 3. A derivada fracionária de Caputo de ordem α, em um intervalo [a, b] ⊂ R, é dada
por

(cDα
a+ϕ)(t) :=

[
Dα
a+

(
ϕ(s)−

n−1∑
k=0

ϕ(k)(a)

k!
(s− a)k

)]
(t),

onde n = [α] + 1 se α /∈ N e n = α, se α ∈ N0

Note que o problema (1) pode ser reescrito como ut +D1−α
t (−∆x)γu = f, Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x), Ω.
(9)

Onde 0 < γ < 1 e 0 < α < 1. De fato, uma vez que 0 < α < 1 e 1− α < 1, temos que

D1−α
t [(−∆)γu] =

d

dt

(
I1−(1−α)(−∆)γu

)
=

d

dt

(
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(−∆)γu(s) ds

)
= ∂t

(∫ t
0
gα(t− s)(−∆)γu(s) ds

)
= ∂t (gα ∗ (−∆)γu) .

Vamos utilizar os seguintes espaços L∞(0, T ;L2(Ω)), L2(0, T ;Hγ(Ω)) e L1(0, T ;L2(Ω)), onde
Ω é um aberto do Rn, que pode ser representado de modo geral por Lp(0, T ;X) em que X é um
espaço de Banach com a norma ‖ · ‖X . Lembrando que Lp(Ω) é o espaço de todas as funções
mensuráveis f : Ω→ R, com ‖f‖Lp(Ω) <∞ tal que

‖f‖Lp(Ω) :=

{ (∫
Ω
|f |pdx

)1/p
, se 1 ≤ p <∞,

ess supΩ |f |, se p =∞.
(10)

O espaço de Sobolev fracionário Hγ é um espaço de Hilbert e, é definido a seguir (ver definição
A.5 de [7]).

Definição 4. Para qualquer γ ≥ 0

Hγ(Ω) :=

{
u =

∞∑
k=1

ukφk ∈ L2(Ω) : ‖u‖2Hγ(Ω) :=

∞∑
k=1

λγku
2
k <∞

}
, (11)

onde (λk, φk) são os autovalores e seus respectivos autovetores de (−∆) com condições de contorno
de Dirichlet, cuja a norma coincide com ‖(−∆)γu‖L2 , de acordo com (3).

Definição 5. O espaço Lp(0, T ;X) consiste de todas as funções mensuráveis

u : (0, T )→ X

com

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pXdt

)1/p

<∞
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para 1 ≤ p <∞, e

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T )

‖u(t)‖X <∞.

Por simplicidade, em alguns momentos, denotamos Lp(0, T ;Lp(Ω)) por Lp(0, T ;Lp). Além
disso, denotamos o produto interno em L2 por (·, ·) e em Hγ por (·, ·)Hγ .

Utilizamos o seguinte teorema de existência e unicidade para um problema de Cauchy de uma
equação matricial fracionária com derivada de Caputo. (ver Teorema 7.14, [6])

Antes, apresentamos algumas definições necessárias.

Definição 6. Sejam A ∈Mn(R), z ∈ C e α > 0. Definimos a matriz α-função exponencial por

eAzα := zα−1
∞∑
k=0

Ak
zαk

Γ[(k + 1)α]
.

Definição 7. Um espaço ponderado de funções cont́ınuas é da forma

Cn−α[a, b] =
{
g(x) : (x− a)n−αg(x) ∈ C[a, b], ‖g‖Cn−α =

∥∥(x− a)n−αg(x)
∥∥
C

}
.

Teorema 1. O seguinte problema de valor inicial

(cDα
a+Y )(x) = AY (x) +B(x), (12)

Y (a) = b, (b ∈ Rn), (13)

onde A ∈Mn(R) e B ∈ C1−α([a, b]), tem uma única solução cont́ınua dada por

Y =

∫ x

a

eAα (x− ξ)[B(ξ) +Ab] dξ + b. (14)

Precisamos do seguinte resultado que pode ser encontrado em [3].

Teorema 2. Seja (H, (·, ·)) um espaço de Hilbert real, f ∈ L2(0, T ;H) e α ∈ (0, 1). Então∫ T

0

(f(t), gα ∗ f(t)) dt ≥ 0. (15)

3 Resultados principais

Nesta seção abordamos a formulação variacional e obtemos uma estimativa a priori necessária
para aplicar o método de Galerkin de (1).

3.1 Formulação variacional

Para a formulação variacional do problema vamos usar a forma integral de (1), dada por

u = u0 − gα ∗ (−∆)γu+ 1 ∗ f , (16)

onde u = 0 na fronteira de Ω e γ ∈ (0, 1). Multiplicando (7) por v ∈ Hγ tal que v = v(x) e,
integrando sobre Ω, temos que∫

Ω

uv dx =

∫
Ω

u0v dx−
∫

Ω

(gα ∗ (−∆)γu)v dx+

∫
Ω

(1 ∗ f)v dx . (17)
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Assim, utilizando o teorema de Fubini e sabendo que o Laplaciano fracionário é auto-adjunto
em L2, além de possuir a propriedade de semigrupo, temos∫

Ω

(gα ∗ (−∆)γu)v dx =

∫
Ω

∫ t

0

gα(t− s)(−∆)γu(s, x)v(x) ds dx

=

∫ t

0

gα(t− s)
∫

Ω

(−∆)γu(s, x)v(x) dx ds

=

∫ t

0

gα(t− s)
∫

Ω

(−∆)
γ
2 u(s, x)(−∆)

γ
2 v(x) dx ds

=

∫
Ω

(∫ t

0

gα(t− s)(−∆)
γ
2 u(s, x) ds

)
(−∆)

γ
2 v(x) dx

=

∫
Ω

(gα ∗ (−∆)
γ
2 u)(−∆)

γ
2 v dx

= (gα ∗ (−∆)
γ
2 u, (−∆)

γ
2 v).

Desse modo, segue de (17) que

(u, v) = (u0, v)− (gα ∗ (−∆)
γ
2 u, (−∆)

γ
2 v) + (1 ∗ f, v) (18)

ou
(u, v) = (u0, v)− (gα ∗ u, v)Hγ + (1 ∗ f, v), (19)

onde (19) nos dá a forma variacional do problema. Denotamos (gα ∗ u, v)Hγ por B[u, v; t]. Agora
vamos construir soluções aproximadas. Para isto, considere uma base {vk}k ortogonal de Hγ e
ortonormal de L2(Ω).

Para cada m inteiro, considere o subespaço vetorial

V m = [v1, · · · , vm]

e,

um(t) =

m∑
j=1

βjm(t)vj , (20)

onde devemos determinar os coeficientes βjm(t) (0 ≤ t ≤ T e j = 1, · · · ,m) tais que

βjm(0) = (u0, vj) j = 1, · · · ,m (21)

e
(um, vj) = βjm(0)−B[um, vj ; t] + (1 ∗ f, vj) . (22)

Teorema 3. Se f ∈ L∞(0, T ;L2), então para cada inteiro m = 1, 2, · · · , existe uma única função
um da forma (20) satisfazendo (21) e (22).

Demonstração. Suponha que um tenha a forma (20). A demonstração se reduz a mostrar a
existência e unicidade dos βjm(t). Dáı,

(um, vk) =

 m∑
j=1

βjm(t)vj , vk

 = βkm(t),

pois {vj}j é ortonomal. Além disso,
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B[um, vk; t] = (gα ∗ (−∆)
γ
2 um, (−∆)

γ
2 vk) = gα ∗ ((−∆)

γ
2

m∑
j=1

βjm(t)vj , (−∆)
γ
2 vk)

= gα ∗ (

m∑
j=1

βjm(t)(−∆)
γ
2 vj , (−∆)

γ
2 vk) =

m∑
j=1

(gα ∗ βjm)(t)(vj , vk)Hγ

=

m∑
j=1

(gα ∗ βjm)(t)ejk.

Defina fk(t) = (1 ∗ f(t), vk). Logo, de (22), temos

βkm(t)− βjm(0) +

m∑
j=1

ejk(gα ∗ βjm)(t) = fk(t), (23)

onde ejk = (vj , vk).

Sejam X =

 β1
m(t)
...

βnm(t)

, X0 =

 β1
m(0)

...
βnm(0)

, A = [eij ] e F =

 (f, v1)
...

(f, vm)

 podemos reescrever

(23) na seguinte forma matricial

X −X0 + gα ∗ (AX) = 1 ∗ F,

convoluindo com g1−α, segue que

g1−α ∗ (X −X0) + 1 ∗ (AX) = 1 ∗ g1−α ∗ F ⇒c DαX +AX = g1−α ∗ F .
Assim, por hipótese, como f ∈ L∞(0, T ;L2), segue que g1−α∗F ∈ C1−α([0, T ]). Logo, pelo teorema
1 segue a existência e unicidade dos βjm.

3.2 Estimativas a priori

Nesta seção demonstramos uma estimativa a priori dada pelo teorema a seguir.

Teorema 4. Seja α ∈ (0, 1). Se f ∈ L1(0, T ;L2), então

‖um‖L∞(0,T ;L2) ≤ ‖u0m‖L2 + ‖f‖L1(0,T ;L2). (24)

Se, adicionalmente, f ∈ L∞(0, T ;L2), então

‖um‖L1(0,T ;Hγ) 6
T 2−α

Γ(2− α)
‖u0m‖L2 +

T 3−α2

Γ(2− α)
3
2 Γ(α+ 1)

‖f‖L∞(0,T ;L2). (25)

Demonstração. Sendo um a função definida em (20) e garantida pelo teorema 3, multiplicamos
(18) por βjm e somamos com j variando de 1 a m, para obter

‖um‖2L2 = (u0m, um)− (gα ∗ um, um)Hγ + (1 ∗ f, um)L2 . (26)

Notamos que um ∈ L2(0, T ;Hγ). De fato, olhando para a expressão (20) podemos inferir que

‖um(t)‖2L2(0,T ;Hγ) ≤
m∑
j=1

∫ T

0

‖βjm(t)vj(·)‖2Hγdt ≤
m∑
j=1

∫ T

0

|βjm(t)|2 dt‖vj‖Hγ

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0414 010414-6 © 2021 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0414


7

=

m∑
j=1

‖βjm(t)‖2L2(0,T )‖vj‖Hγ <∞ ,

uma vez que βjm ∈ L2(0, T ), vj ∈ Hγ e a soma é finita.
Assim, pelo teorema 2, temos

(gα ∗ u, u)Hγ ≥ 0.

Segue-se disso e de (26) que

‖um‖2L2 ≤ (u0m, um)L2 + (1 ∗ f, um)L2 ≤ ‖u0m‖L2‖um‖L2 + ‖f‖L1(0,T ;L2)‖um‖L2 ,

pela desigualdade de Hölder. Dáı,

‖um(t)‖L2 ≤ ‖u0m‖L2 + ‖f‖L1(0,T ;L2). (27)

Isto prova (24). Para a demonstração de (25) é utilizado o lema 6.2 (ver [5]) e a desigualdade
integral de Minkowski.

4 Conclusões

Neste trabalho obtivemos a formulação variacional e uma estimativa a priori de (9), resultados
que vão nos auxiliar para aplicar o método de Galerkin e nos possibilitar a existência e unicidade
da solução do problema (9). Estudos nesse sentido encontram-se em andamento.
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