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Resumo. Neste trabalho abordamos algumas ferramentas que possibilitam aplicar o metédo de
Galerkin para uma equagao de difusdo fraciondria, determinando estimativas a priori e formulagao
variacional que nos permitem garantir existéncia e unicidade de uma solucgao.
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1 Introducao

O célculo fracionario tem ganhado muito destaque nas tltimas décadas, devido as suas aplicagoes
em diferentes campos da ciéncia, em particular, na engenharia, fornecendo vérias ferramentas tteis
para resolver equagoes diferenciais e integrais e outros problemas envolvendo fungoes especiais da
fisica matematica, além de suas extensoes e generalizagbes em uma e mais varidveis. Dentre as
varias aplicagoes do calculo fracionario podemos citar o fluxo de um fluido, reologia, processos
dinamicos em estruturas auto-semelhantes e porosas, transporte difusivo semelhante a difusao,
redes elétricas, probabilidade e estatistica, teoria de controle de sistemas dindmicos e viscoelasti-
cidade (ver [6]).

Vamos discutir o seguinte problema, equacao de difusdo e condigao inicial

ur + at(goz * (_A)’Yu) = fa Q x [OaT}v ( )
1
u(z,0) = ugp(z), Q,

emquea R 0<a<l, T>0,0<~v<1, Q¢éum dominio limitado suave de R", u = 0 na
fronteira de 2, * denota o produto de convolugao e g, é a fungdo de Gel’fand Shilov definida por

tafl
L t>o,

ga(t) = F(Oé) (2)
0, t<0,
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onde I' é a func¢do gama de Euler. Além disso, o operador Laplaciano fracionédrio pode ser definido
na sua forma espectral por (ver segao 2.5.1 de [7]):

(—A Z)\ U, €k) 20 €r(T), (3)
k=1

onde v € (0,1), A; s@o autovalores, e e} sdo autofungoes de (—A) com condi¢bes de contorno de
Dirichlet, ou seja,
—Aep = A\peg, em £,

_ (4)
er = 0, sobre 0.

As equagoes de difusdo de ordem fraciondria descrevem fenomenos de difusdo andémala, que
auxiliam na andlise de sistemas como: difusdo em plasmas, difusdo em fractais, difusdo andémala
em superficies liquidas, andlise de histogramas de batidas do coragao em individuos saudéveis,
entre outros sistemas fisicos (ver [1] e [2]).

A difusdo anémala pode ser caracterizada tanto por admitir saltos do tipo Levy flights, re-
presentados matematicamente pelo Laplaciano fracionario, como também long rests descritos pela
derivada fraciondria. Neste caso, a equagio apropriada, segundo Schneider e Wyss [9] e Metzler e
Klafter [8], é dada por

us + DT (= A)u = 0, (5)

onde v € (0,1) e Df  denota a derivada fracionaria de ¢ de ordem S > 0 no sentido de Riemann-
Liouville, ou seja, « € (0,1) (ver definigdo abaixo). Dessa maneira, (5) pode ser reescrita como a
equagao

uy + 8t/0 ot — 8)(—A) u(s)ds = 0, (6)

onde g, é a funcao definida em (2).
Para a formulagao variacional do problema vamos usar a forma integral de (1), dada por

u=1up — go * (—A)u—+1x f. (7)

Vamos abordar a formulagao variacional e demonstrar uma estimativa a priori das solugoes
aproximadas da forma integral de (1), dada por (7), resultados que servirdo para aplicar o método
de Galerkin (ver [4]), que consiste em encontrar solugdes aproximadas para o problema, projetando-
o em subespagos de dimensao finita, lidando com equacoes diferenciais lineares de ordem fraciondria
com valores iniciais.

2 Preliminares

Nessa secao apresentamos algumas definigoes e notacoes para o presente trabalho.

Definicao 1. Seja Q2 = [a,b] (—o0 < a < b < 00) um intervalo finito sobre os reais R. As integrais
fraciondrias de Riemann-Liouville, I®, e I de ordem o € R (a > 0) sdo dadas por:

(1% )4 1f (s)ds, t > a,

e -
(I f (— / )y f(s)ds, ¢ <b, ®)

onde T'(a) € a funcdo gama e f € L'[a,b].
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Definigao 2. As derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville, D¢, e Dj* de ordem o € R (a > 0)
sao dadas por:

D))= () @D, (0= lal+ 1e>a)

d

D0 = 1 () WO, (=la] + L <),

onde [a] significa a parte inteira de o e f: I — R. Tomamos n = «, se o € Ny.

Definigao 3. A derivada fraciondria de Caputo de ordem o, em um intervalo [a,b] C R, € dada

por
n—1 (k) a
CDg.¢)(t) = [D;m (@(5) S PRI >>] (),

k=0

onden=Ja]+1sea¢Nen=qa, sea €Ny

Note que o problema (1) pode ser reescrito como

ug + DT (=A) u=f, Qx[0,T],

u(z,0) = uo(a), Q.
Onde 0 <y<leO<a<l1. Defato,uma vez que 0 < a<lel—a<1,temos que
d d( 1 [*
l—aq/ ¥ _Z 1-(1—a) v _ 2 _Ja—1l/ ¥
Dy =e(-A)u) = = (1 (-A)u) = = (r = /0 (t — ) (=A) u(s) ds)

=0 (fo 9t = 5)(=A)u(s) ds) = (g * (~A) ).
Vamos utilizar os seguintes espagos L>°(0,7T; L?(Q2)), L*(0,T; HY(Q2)) e L'(0,T; L*(Q)), onde
Q é um aberto do R™, que pode ser representado de modo geral por L?(0,7T; X) em que X é um
espago de Banach com a norma || - ||x. Lembrando que LP(f2) é o espago de todas as fungdes
mensurdveis f: Q = R, com || f|| L) < oo tal que

1
Wl = 4 UnlflPde)?, se1<p<oo, o
esssupq |f], se p = o0.

O espago de Sobolev fraciondrio H” é um espago de Hilbert e, é definido a seguir (ver defini¢ao
A5 de [7]).
Definigao 4. Para qualquer v > 0
HY(Q) := {u = urgr € LX(Q) : ullFrr ) = D Mui < oo} , (11)
k=1 k=1

onde (Mg, dr) sao os autovalores e seus respectivos autovetores de (—A) com condigées de contorno
de Dirichlet, cuja a norma coincide com ||[(—A)7u||r2, de acordo com (3).

Definigao 5. O espaco LP(0,T; X) consiste de todas as fungoes mensurdveis
u:(0,T) > X

com
1/p

T
lull e o,7,x) = (/0 ||U(t)||§(dt> <00
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paral <p<oo, e
l[ullLoeo,75x) = sup [Ju(t)||x < oo.
te(0,7)

Por simplicidade, em alguns momentos, denotamos LP(0,T; LP(f2)) por LP(0,T;LP). Além
disso, denotamos o produto interno em L? por (-,-) e em H” por (-,-) 5.

Utilizamos o seguinte teorema de existéncia e unicidade para um problema de Cauchy de uma
equagdo matricial fraciondria com derivada de Caputo. (ver Teorema 7.14, [6])

Antes, apresentamos algumas defini¢oes necessérias.

Definigao 6. Sejam A € M,(R), z € C e a > 0. Definimos a matriz a-funcao exponencial por

kz:: k+1 T[(k+ 1)a]

Definicao 7. Um espac¢o ponderado de fung¢des continuas € da forma

Cn-ala,b] = {g() )" "g(@) € Cla, ], lgllen—a = [|(z = a)"*g(2)]| .} -

Teorema 1. O sequinte problema de valor inicial

(°D2,Y)(x) = AY () + B(x), (12)

onde A € M, (R) e B € C1_4([a,b]), tem uma tnica solugio continua dada por

i~ / (B(¢) + AB| dé +5. (14)

Precisamos do seguinte resultado que pode ser encontrado em [3].

Teorema 2. Seja (H,(-,-)) um espago de Hilbert real, f € L?(0,T;H) e a € (0,1). Entdo
T
| g0 s dt =0 (19
0

3 Resultados principais

Nesta secao abordamos a formulacao variacional e obtemos uma estimativa a priori necessaria
para aplicar o método de Galerkin de (1).

3.1 Formulagao variacional

Para a formulagio variacional do problema vamos usar a forma integral de (1), dada por

u=1ug—go*(=A)u+1xf, (16)

onde u = 0 na fronteira de e v € (0,1). Multiplicando (7) por v € H" tal que v = v(x) e,
integrando sobre €2, temos que

/qudx:/Quovdxf/Q(ga*(fA)Vu)vdxwL/Q(l*f)vdx. (17)
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Assim, utilizando o teorema de Fubini e sabendo que o Laplaciano fracionédrio é auto-adjunto
em L2, além de possuir a propriedade de semigrupo, temos

/Q(ga % (—A) u)v dz :/Q/Otg“(t — ) (=AY Yuls, 2)o(z) ds dz
:/Otga(t_S)A(—A)Vu(s,x)v(x) dz ds

Desse modo, segue de (17) que

(u, ) = (ug,v) — (g * (—A)2u, (—A)2v) + (1% f,v) (18)
(u,v) = (ug,v) = (ga * u, ) gr + (1% f,0), (19)

onde (19) nos da a forma variacional do problema. Denotamos (g, * w,v)g~ por Blu,v;t]. Agora
vamos construir solugdes aproximadas. Para isto, considere uma base {vy}r ortogonal de H” e
ortonormal de L?(92).

Para cada m inteiro, considere o subespaco vetorial

ym = ['01;"' 7Um}
e7
um(t) =Y B (D)v;, (20)
j=1
onde devemos determinar os coeficientes 3, (t) (0 <t <T e j=1,---,m) tais que
Bin(0) = (uo,v5)  j=1,--,m (21)
e .
(tm, v;) = B7,(0) = Blum, vj;t] + (1 f,v5) . (22)

Teorema 3. Se f € L>(0,T; L?), entio para cada inteiro m = 1,2,---, existe uma nica func¢@o
U, da forma (20) satisfazendo (21) e (22).

Demonstragao. Suponha que u,, tenha a forma (20). A demonstracdo se reduz a mostrar a
existéncia e unicidade dos §7, (t). Dali,

(tm,vk) = | > BBy, o | = BE (1),
j=1

pois {v;}; é ortonomal. Além disso,
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j=1
= (ga * B ()"
j=1
Defina f*(t) = (1 % f(t),vs). Logo, de (22), temos
B (8) = B,(0) + Y e (ga * B2)(1) = fH (D), (23)
j=1
onde e/* = (v;,vy).
B () B (0) (f,v1)
Sejam X = , X0 = ,A=[eV] e F = podemos reescrever
B (t) B (0) (f,vm)

(23) na seguinte forma matricial
X - X"+go*x(AX)=1%F,

convoluindo com g;_, segue que

Gloa* (X =X 415 (AX)=1%g1 o*F = DX +AX =g;_o*F.
Assim, por hipétese, como f € L>(0,T; L?), segue que g1 _o*F € C1_4([0,T]). Logo, pelo teorema
1 segue a existéncia e unicidade dos 37, . 0
3.2 Estimativas a prior:

Nesta secao demonstramos uma estimativa a priori dada pelo teorema a seguir.

Teorema 4. Seja o € (0,1). Se f € L1(0,T; L?), entdo

[umll o (0,1;02) < lluomllr2 + [ fllLro,1;02)- (24)
Se, adicionalmente, f € L>(0,T; L?), entdo
" ol +
— ||uom .
T2 —a) " T P 0)ir(a+ 1)

Demonstragao. Sendo u,, a fungdo definida em (20) e garantida pelo teorema 3, multiplicamos
(18) por (4, e somamos com j variando de 1 a m, para obter

lwm |l L2 0,707y < [ £l (0,722 (25)

||um||%2 = (uOma Um) - (ga * umvum)HW + (]- * f, um)L2~ (26)

Notamos que u,, € L?(0,T; H”). De fato, olhando para a expressao (20) podemos inferir que

m T m T
[ ()22 0,717y < Z/O 185, (8o ()1 dt < Z/O 182, (&) dt||v; | 1~
j=1 j=1
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7
m
= D B Ol F20.m)l0s 7+ < o0,
j=1
uma vez que 34, € L*(0,T), v; € H” e a soma é finita.
Assim, pelo teorema 2, temos
(go * u,u) g~ > 0.
Segue-se disso e de (26) que
||Um||2L2 < (uOmaum)L2 =+ (1 * f, um)L2 < ||u0m||L2||um||L2 + ||f||L1(0,T;L2)||Um||L27
pela desigualdade de Holder. Dali,
[um @)z < llwomllzz + [1fll2r 0,732 (27)

Isto prova (24). Para a demonstragao de (25) é utilizado o lema 6.2 (ver [5]) e a desigualdade
integral de Minkowski.
O

4 Conclusoes

Neste trabalho obtivemos a formulagdo variacional e uma estimativa a priori de (9), resultados
que vao nos auxiliar para aplicar o método de Galerkin e nos possibilitar a existéncia e unicidade
da solugéo do problema (9). Estudos nesse sentido encontram-se em andamento.
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