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Resumo. No presente trabalho, a forca radiometrica que atua em uma esfera com temperatura
nao-uniforme e calculada com base na solucao numerica de um modelo cinetico para a equacao de
Boltzmann linearizada e no modelo de Cercignani-Lampis para a interacao gas-superf cie. A forca
que atua na esfera, assim como os campos de escoamento induzidos pela distribuicao de temperatura
na superf cie esferica, sao obtidos em um amplo intervalo de numero de Knudsen, de nido como
a razao entre o livre caminho medio molecular e o raio da esfera, tal que os regimes de moleculas
livres, transicao e cont nuo sao considerados. Alem disso, visando analisar a in uéncia da lei de
interacao gas-superf cie na solucao do problema, varios valores de coe cientes de acomodacao sao
considerados.
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1 Introducao

Atualmente, o crescente interesse por estudos relacionados a forca radiometrica em sistemas
gasosos se deve ao desenvolvimento de micro e nano tecnologias tais como sensores de gas [5,8]. No
contexto de teoria cinetica dos gases, um escoamento gasoso pode ser induzido por um campo de
temperatura mesmo na auséncia de forcas externas, e.g. o famoso rastejo termico [7,15], do inglés
thermal creep. Porem, o escoamento de um gas tambem pode resultar em um efeito termico, e.g. a
polarizacao de uma esfera imersa em um gas rarefeito em movimento com velocidade uniforme [1].
O efeito de polarizacao termica da esfera leva ao aparecimento de uma forca na esfera, denominada
forca radiometrica devido aos famosos experimentos de Crookes [4].

No presente trabalho a forca radiometrica que atua em uma esfera termicamente polarizada,
com tamanho e condutividade termica arbitrarios, e calculada numericamente com base no modelo
proposto por Shakhov [12] para a equacao linearizada de Boltzmann. Visando analisar a in uéncia
da interacao gas-superf cie na solucao do problema, o modelo proposto por Cercignani e Lampis [3]
e utilizado na condicao de contorno. Geralmente, o modelo proposto por Maxwell [9] e utilizado
em problemas envolvendo escoamento de gases rarefeitos. De acordo com o modelo de Maxwell,
uma fracao  das part culas gasosas e re etida difusamente e o restante 1 especularmente.
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Porem, apesar da sua simplicidade matematica, esse modelo de interacao gas-superf cie pode for-
necer resultados em discord&ncia com dados experimentais. No modelo de Cercignani-Lampis,
dois coe cientes de acomodacao sao introduzidos, um coe ciente de acomodacao de momentum
tangencial e outro coe ciente de acomodacao de energia. Portanto, apesar da sua complexidade
matematica, o0 modelo de Cercignani-Lampis fornece uma melhor descricao f sica do processo de
interacao gas-superf cie ja que dois coe cientes de acomodacao sao introduzidos.

Os campos de escoamento do gas ao redor da esfera, i.e. desvios de densidade e temperatura,
velocidade hidrodin@mica e uxo de calor, induzidos pela distribuicao de temperatura nao uniforme
da esfera tambem sao calculados. De acordo com a literatura, e.g. Refs. [16,18], uma peculiaridade
de escoamentos rarefeitos induzidos por campos de temperatura e a uséncia de movimento do gas
no regime de moleculas livres quando a hipotese de espalhamento difuso e utilizada. Porem, no
presente trabalho, mostramos que no regime de moleculas livres existe movimento do gas ao redor
da esfera quando outra lei de interacao gas-superf cie e utilizada.

2 Formulacao do problema

Consideramos uma esfera estacionaria de raio Ro e condutividade termica , em um gas ra-
refeito monoatémico de condutividade termica 4. Longe da esfera assumimos que o gas esta em
equil brio termodin@mico com densidade de numero, pressao e temperatura denotados, respectiva-
mente, por No, Po € To, € escoa com velocidade constante U4 na direcao z'. Devido a geometria do
problema, coordenadas esfericas (r’; ; ) sao introduzidas no espaco fsico r’ e (v; % ) no espaco
de velocidade molecular v. Detalhes podem ser encontrados em nosso trabalho anterior [6]. Por
conveniéncia, introduzimos a coordenada radial e a velocidade molecular adimensionais

r=_; ¢c=—; M

onde ‘0= oVo=po € uma distancia equivalente ao livre caminho medio molecular e vo = IOZkTozm
e a velocidade molecular mais provavel. k e a constante de Boltzmann e m e a massa molecular.
O parametro de rarefacao do gas, o qual e inversamente proporcional ao numero de Knudsen,
e de nido aqui como
=R =y )
0
Dependendo do valor do par&metro de rarefacao, o regime de escoamento do gas e classi cado em
regime de moleculas livres ( 1), cont nuo ou hidrodin&mico ( 1) e de transicao ( 1).
Assumimos que a razao entre as condutividades termicas da esfera e do gas, = p= g, € ar-
bitraria. Nessa situacao, a distribuicao de temperatura na superf cie da esfera precisa ser conside-
rada na condicao de contorno. Essa distribuicao de temperatura e obtida da solucao da equacao
de Laplace com simetria axial e, para o problema em questao, e escrita do seguinte modo

Tp(Ro; ) =To(1+ socos ); ©)

onde ¢p € uma constante.
Duas forcas termodinamicas sao introduzidas,

U .
Xy = V—l L, Xq=jsj 1 ()
0

as quais sao acopladas devido a polarizacao termica da esfera. Entretanto, como assumimos que as
suas magnitudes sao muito pequenas, o problema pode ser dividido em duas partes independentes:
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(i) arrasto viscoso com temperatura da esfera uniforme e (ii) forca radiometrica induzida pela
distribuicao nao-uniforme de temperatura na superf cie esferica com gas estacionario. Assim, cada
problema pode ser resolvido separadamente e, posteriormente, a forca total que atua na esfera e
dada pela superposicao das solucees que, na forma adimensional, e escrita como

0
Fo=—2

4 RgPo
onde Fy e Fq denotam, respectivamente, as forcas de arrasto viscoso e radiometrica adimensionais.
F! denota a forca total, dimensional, na esfera. De fato, o problema de arrasto viscoso em uma
esfera com temperatura uniforme, que corresponde a consideracao de uma esfera com conduti-
vidade termica muito maior que a condutividade termica do gas, ja foi encontrada na Ref. [6].
Portanto, nesse trabalho foco e dado ao calculo da forca radiometrica na esfera. E importante
mencionar que, apesar da forca radiometrica ser desprez vel quando comparada com a forca de
arrasto viscoso, a introducao das duas forcas termodin&micas de nidas em (4) permite utilizarmos
a relacao de reciprocidade entre os efeitos acoplados como um criterio adicional para a veri cacao
da convergéncia dos calculos numericos.

= FuXuy + FgXg; 5)

3 Metodo de solucao

O problema e resolvido com base no modelo proposto por Shakhov [12] para a equacao linea-
rizada de Boltzmann [2] e no metodo de velocidades discretas, o qual e amplamente utilizado na
area de din&mica de gases rarefeitos e cujos detalhes podem ser encontrados na Ref. [13]. De fato,
a solucao do problema e similar a apresentada em nosso trabalho anterior [6], mas a condicao de
contorno e modi cada para a consideracao da distribuicao de temperatura na superf cie esferica
devida a polarizacao termica da esfera. Entao, seguindo a mesma notacao da Ref. [6], a equacao
cinetica para o problema axi-simetrico em questao (simetria em ) e escrita na forma adimensional
do seguinte modo:

Dh@ = (5h@: (6)

onde o operador de transporte e dado por
oh@ ¢ @h@ N Ct . 0@h(q) Ct ) Oh@®

Bh@ =, T R Tl —sin “cot T @
e 0 operador de colisees e dado por
Lh@® = @ 4 2 g @ +9¢ u@ + 1;"5 2 g ¢ q@ h@:. ®)

A funcao h®=h@(r; ;c) e chamada de funcao perturbacao e representa o desvio da funcao de
distribuicao de velocidades moleculares da funcao de Maxwell caracter stica do estado de equil brio
termodinamico do sistema gasoso. No operador de colisees (8), as quantidades
1 2
@ y= @ - c -
(r; )=—z% h™¥(r; ;c)e © dc; 9)
z
2 2
C —
3 8=2 2
correspondem aos desvios de densidade e temperatura do gas dos valores correspondendo ao
equil brio termodinamico, e

@ )= h@(r: ;c)e © dc; (10)

Z
1 2
u@(r; )= 3 crh@(r; ;c)e © dc; 1)
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4
1 Z
u@r; ) = — ¢ h@(r; ;c)e < de: (12)
z 5
a2 )= —5 o ¢ > h@(r; :c)e © dc; (13)
1 z 5
;)= — ¢ ¢ > h@(r: ;c)e © dc; (14)

correspondem as componentes radial e polar dos vetores velocidade hidrodin&mica u e uxo de
calor g. Ademais, c,=ccos ! e ce=csin ° denotam as componentes radial e tangencial do vetor
velocidade molecular adimensional, de nido em (1), e dc=c?sin ‘ded °d °.
A forca radiometrica, adimensional, que atua na esfera e calculada como
Z Z

d w crce Ch@(rg: o) de; (15)

onde d w=sin d d denota um elemento de area in nitesimal na superf cie da esfera.
De acordo com as Refs. [2,13], a condicao de contorno, em r = rg, utilizada para resolver a
equacao integro-diferencial (6) e a seguinte:

Zp

3
h*@ =Ah @ +h@®  Ah®; h® = ¢2 5 —cos ; (16)
onde o sinal \ + " indica part culas gasosas (atomos ou moleculas) re etidas e o sinal \ " indica
part culas gasosas incidentes, ¢;=c, cos € sSin e zp=rgCos .
Para o problema em questao, o operador de espalhamento A e decomposto como
Ah@ = A A A h@; a7
onde 1 Z
A= o cep R 1 e (E)de (18)
<
z 1
A = exp(c? cPRi(ci ¥ ) (chHdel; i= ; ; (19)
1
para uma funcao arbitraria da velocidade molecular c. De acordo com o modelo de Cercignani
e Lampis [3],
2¢, 2+ )P P71 n
Re(cr ¥ cl)="Texp = T 1 crch (20)
n n n
1 i @ 12 .
Ri(ci ¥ C?) = p—————exp [ci ( )Gl S = 1)
2 0 2 1)

onde lp denota a funcao modi cada de Bessel de primeira especie e ordem zero. ¢ denota o
coe ciente de acomodacao de momentum tangencial e , denota o coe ciente de acomodacao de
energia, 0s quais podem variar nos intervalos 0 t 2¢e0 n 1. Ocaso (=land =1
corresponde ao espalhamento difuso ou completa acomodacao na superf cie. Ja o caso =0 e
n=0 corresponde a re exao especular na superf cie.

Alem da condicao de contorno, a solucao da equacao (6) deve satisfazer a seguinte condicao

longe da esfera
h® = lim h®@(r; ;c) =0; (22)
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Figura 1: In uéncia dos coe cientes de acomodacao na forca radiometrica que atua na esfera.

a qual implica em equil brio termodin&mico.

Com o objetivo de eliminar a dependéncia da solucao nas variaveis e °, a solucao de simila-
ridade proposta na Ref. [17] e utilizada. Assim, a funcao perturbacao e representada do seguinte
modo

h@(r; ;¢) =h®@(r;c; “cos +h®(r;c; "c sin (23)

Consequentemente, a substituicao de (23) na equacao (6) fornece duas equacees acopladas para as
funcees h'” e h{® com condicees de contorno, e tambem em r ¥ 1, obtidas de (16) e (22). Os
momentos dados em (9)-(14), os quais correspondem ao campos de escoamento do gas ao redor da
esfera induzidos pela distribuicao de temperatura na superf cie, tambem sao reescritos em termos
das funcees h e h®.

O sistema de equacees obtido foi resolvido numericamente utilizando o metodo de velocidades
discretas. Os resultados obtidos para a forca na esfera sao apresentados a seguir para alguns valores
de par&metro de rarefacao e coe cientes de acomodacao.

4 Resultados

A Figura 1 apresenta a forca radiometrica na esfera para par&@metro de rarefacao =0.1, 1 e 10.
Na Figura 1(a), o coe ciente de acomodacao de momentum tangencial e xo, =1, e 0coe ciente
de acomodacao de energia, n, varia de 0.1 ate 1. Na Figura 1(b), o coe ciente de acomodacao de
energiae X0, n=1, e ocoe ciente de acomodacao de momentum tangencial, ¢, varia de 0.5 ate
1. Assim, as guras permitem observarmos como a forca varia do valor correspondendo ao caso de
espalhamento difuso, para o qual p=1e =1.

Atualmente, os valores dos coe cientes de acomodacao introduzidos no modelo de Cercignani
e Lampis podem ser encontrados na literatura para varios gases e superf cies, e.g. Refs. [10,11,
14,19]. Em superf cies metalicas, por exemplo, o coe ciente de acomodacao de energia, n, €
aproximadamente igual a 0.1 para gas helio e esta entre 0.5 e 0.95 para gas argénio, a temperatura
ambiente. Nas mesmas condicees, 0 coe ciente de acomodacao de momentum tangencial, ¢, varia
de 0.5 a 0.95 para ambos o0s gases.

De acordo com a Figura 1, a dependéncia da forca radiometrica no coe ciente de acomodacao de
energia e muito maior que a dependéncia no coe ciente de acomodacao de momentum tangencial.
Portanto, dependendo do gas e da superf cie, a hipotese de espalhamento difuso nao e adequada
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