
Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Modelo de Cercignani-Lampis para a interação gás-superf́ıcie

aplicado ao cálculo da força radiométrica em uma esfera

imersa em um gás rarefeito.

Denize Kalempa,1

Departamento de Ciências Básicas e Ambientais, Escola de Engenharia de Lorena, Universidade de São

Paulo, Lorena, SP.

Felix Sharipov2

Departamento de F́ısica,Universidade Federal do Paraná, Curitiba, PR.

Resumo. No presente trabalho, a força radiométrica que atua em uma esfera com temperatura

não-uniforme é calculada com base na solução numérica de um modelo cinético para a equação de

Boltzmann linearizada e no modelo de Cercignani-Lampis para a interação gás-superf́ıcie. A força

que atua na esfera, assim como os campos de escoamento induzidos pela distribuição de temperatura

na superf́ıcie esférica, são obtidos em um amplo intervalo de número de Knudsen, definido como

a razão entre o livre caminho médio molecular e o raio da esfera, tal que os regimes de moléculas

livres, transição e cont́ınuo são considerados. Além disso, visando analisar a influência da lei de

interação gás-superf́ıcie na solução do problema, vários valores de coeficientes de acomodação são

considerados.
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1 Introdução

Atualmente, o crescente interesse por estudos relacionados à força radiométrica em sistemas
gasosos se deve ao desenvolvimento de micro e nano tecnologias tais como sensores de gás [5,8]. No
contexto de teoria cinética dos gases, um escoamento gasoso pode ser induzido por um campo de
temperatura mesmo na ausência de forças externas, e.g. o famoso rastejo térmico [7,15], do inglês
thermal creep. Porém, o escoamento de um gás também pode resultar em um efeito térmico, e.g. a
polarização de uma esfera imersa em um gás rarefeito em movimento com velocidade uniforme [1].
O efeito de polarização térmica da esfera leva ao aparecimento de uma força na esfera, denominada
força radiométrica devido aos famosos experimentos de Crookes [4].

No presente trabalho a força radiométrica que atua em uma esfera termicamente polarizada,
com tamanho e condutividade térmica arbitrários, é calculada numericamente com base no modelo
proposto por Shakhov [12] para a equação linearizada de Boltzmann. Visando analisar a influência
da interação gás-superf́ıcie na solução do problema, o modelo proposto por Cercignani e Lampis [3]
é utilizado na condição de contorno. Geralmente, o modelo proposto por Maxwell [9] é utilizado
em problemas envolvendo escoamento de gases rarefeitos. De acordo com o modelo de Maxwell,
uma fração α das part́ıculas gasosas é refletida difusamente e o restante 1 − α especularmente.
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Porém, apesar da sua simplicidade matemática, esse modelo de interação gás-superf́ıcie pode for-
necer resultados em discordância com dados experimentais. No modelo de Cercignani-Lampis,
dois coeficientes de acomodação são introduzidos, um coeficiente de acomodação de momentum
tangencial e outro coeficiente de acomodação de energia. Portanto, apesar da sua complexidade
matemática, o modelo de Cercignani-Lampis fornece uma melhor descrição f́ısica do processo de
interação gás-superf́ıcie já que dois coeficientes de acomodação são introduzidos.

Os campos de escoamento do gás ao redor da esfera, i.e. desvios de densidade e temperatura,
velocidade hidrodinâmica e fluxo de calor, induzidos pela distribuição de temperatura não uniforme
da esfera também são calculados. De acordo com a literatura, e.g. Refs. [16,18], uma peculiaridade
de escoamentos rarefeitos induzidos por campos de temperatura é a usência de movimento do gás
no regime de moléculas livres quando a hipótese de espalhamento difuso é utilizada. Porém, no
presente trabalho, mostramos que no regime de moléculas livres existe movimento do gás ao redor
da esfera quando outra lei de interação gás-superf́ıcie é utilizada.

2 Formulação do problema

Consideramos uma esfera estacionária de raio R0 e condutividade térmica λp em um gás ra-
refeito monoatômico de condutividade térmica λg. Longe da esfera assumimos que o gás está em
equiĺıbrio termodinâmico com densidade de número, pressão e temperatura denotados, respectiva-
mente, por n0, p0 e T0, e escoa com velocidade constante U∞ na direção z′. Devido à geometria do
problema, coordenadas esféricas (r′, θ, φ) são introduzidas no espaço f́ısico r′ e (v, θ′, φ′) no espaço
de velocidade molecular v. Detalhes podem ser encontrados em nosso trabalho anterior [6]. Por
conveniência, introduzimos a coordenada radial e a velocidade molecular adimensionais

r =
r′

ℓ0
, c =

v

v0
, (1)

onde ℓ0=µ0v0/p0 é uma distância equivalente ao livre caminho médio molecular e v0 =
√

2kT0/m
é a velocidade molecular mais provável. k é a constante de Boltzmann e m é a massa molecular.

O parâmetro de rarefação do gás, o qual é inversamente proporcional ao número de Knudsen,
é definido aqui como

δ =
R0

ℓ0
= r0. (2)

Dependendo do valor do parâmetro de rarefação, o regime de escoamento do gás é classificado em
regime de moléculas livres (δ ≪ 1), cont́ınuo ou hidrodinâmico (δ ≫ 1) e de transição (δ ∼ 1).

Assumimos que a razão entre as condutividades térmicas da esfera e do gás, Λ=λp/λg, é ar-
bitrária. Nessa situação, a distribuição de temperatura na superf́ıcie da esfera precisa ser conside-
rada na condição de contorno. Essa distribuição de temperatura é obtida da solução da equação
de Laplace com simetria axial e, para o problema em questão, é escrita do seguinte modo

Tp(R0, θ) = T0(1 + τs0 cos θ), (3)

onde τs0 é uma constante.
Duas forças termodinâmicas são introduzidas,

Xu =

∣

∣

∣

∣

U∞

v0

∣

∣

∣

∣

≪ 1, Xq = |τs0| ≪ 1, (4)

as quais são acopladas devido à polarização térmica da esfera. Entretanto, como assumimos que as
suas magnitudes são muito pequenas, o problema pode ser dividido em duas partes independentes:
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(i) arrasto viscoso com temperatura da esfera uniforme e (ii) força radiométrica induzida pela
distribuição não-uniforme de temperatura na superf́ıcie esférica com gás estacionário. Assim, cada
problema pode ser resolvido separadamente e, posteriormente, a força total que atua na esfera é
dada pela superposição das soluções que, na forma adimensional, é escrita como

Fz =
F ′

z

4πR2
0p0

= FuXu + FqXq, (5)

onde Fu e Fq denotam, respectivamente, as forças de arrasto viscoso e radiométrica adimensionais.
F ′

z denota a força total, dimensional, na esfera. De fato, o problema de arrasto viscoso em uma
esfera com temperatura uniforme, que corresponde à consideração de uma esfera com conduti-
vidade térmica muito maior que a condutividade térmica do gás, já foi encontrada na Ref. [6].
Portanto, nesse trabalho foco é dado ao cálculo da força radiométrica na esfera. É importante
mencionar que, apesar da força radiométrica ser despreźıvel quando comparada com a força de
arrasto viscoso, a introdução das duas forças termodinâmicas definidas em (4) permite utilizarmos
a relação de reciprocidade entre os efeitos acoplados como um critério adicional para a verificação
da convergência dos cálculos numéricos.

3 Método de solução

O problema é resolvido com base no modelo proposto por Shakhov [12] para a equação linea-
rizada de Boltzmann [2] e no método de velocidades discretas, o qual é amplamente utilizado na
área de dinâmica de gases rarefeitos e cujos detalhes podem ser encontrados na Ref. [13]. De fato,
a solução do problema é similar à apresentada em nosso trabalho anterior [6], mas a condição de
contorno é modificada para a consideração da distribuição de temperatura na superf́ıcie esférica
devida à polarização térmica da esfera. Então, seguindo a mesma notação da Ref. [6], a equação
cinética para o problema axi-simétrico em questão (simetria em φ) é escrita na forma adimensional
do seguinte modo:

D̂h(q) = L̂Sh
(q), (6)

onde o operador de transporte é dado por

D̂h(q) = cr
∂h(q)

∂r
− ct

r

∂h(q)

∂θ′
+

ct
r
cosφ′

∂h(q)

∂θ
− ct

r
sinφ′ cot θ

∂h(q)

∂φ′
(7)

e o operador de colisões é dado por

L̂Sh
(q) = ν(q) +

(

c2 − 3

2

)

τ (q) + 2c · u(q) +
4

15

(

c2 − 5

2

)

c · q(q) − h(q). (8)

A função h(q)=h(q)(r, θ, c) é chamada de função perturbação e representa o desvio da função de
distribuição de velocidades moleculares da função de Maxwell caracteŕıstica do estado de equiĺıbrio
termodinâmico do sistema gasoso. No operador de colisões (8), as quantidades

ν(q)(r, θ) =
1

π3/2

∫

h(q)(r, θ, c)e−c2 dc, (9)

τ (q)(r, θ) =
2

3π3/2

∫
(

c2 − 3

2

)

h(q)(r, θ, c)e−c2 dc, (10)

correspondem aos desvios de densidade e temperatura do gás dos valores correspondendo ao
equiĺıbrio termodinâmico, e

u(q)
r (r, θ) =

1

π3/2

∫

crh
(q)(r, θ, c)e−c2 dc, (11)
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u
(q)
θ (r, θ) =

1

π3/2

∫

cθh
(q)(r, θ, c)e−c2 dc, (12)

q(q)r (r, θ) =
1

π3/2

∫

cr

(

c2 − 5

2

)

h(q)(r, θ, c)e−c2 dc, (13)

q
(q)
θ (r, θ) =

1

π3/2

∫

cθ

(

c2 − 5

2

)

h(q)(r, θ, c)e−c2 dc, (14)

correspondem às componentes radial e polar dos vetores velocidade hidrodinâmica u e fluxo de
calor q. Ademais, cr=c cos θ′ e ct=c sin θ′ denotam as componentes radial e tangencial do vetor
velocidade molecular adimensional, definido em (1), e dc=c2 sin θ′dcdθ′dφ′.

A força radiométrica, adimensional, que atua na esfera é calculada como

Fq = − 1

2π5/2

∫

Σw

dΣw

∫

crcze
−c2h(q)(r0, θ, c) dc, (15)

onde dΣw=sin θdθdφ denota um elemento de área infinitesimal na superf́ıcie da esfera.
De acordo com as Refs. [2, 13], a condição de contorno, em r = r0, utilizada para resolver a

equação integro-diferencial (6) é a seguinte:

h+(q) = Âh−(q) + h(q)
w − Âh(q)

w , h(q)
w =

(

c2 − 3

2

)

z0
δ
cos θ, (16)

onde o sinal “ + ” indica part́ıculas gasosas (átomos ou moléculas) refletidas e o sinal “− ” indica
part́ıculas gasosas incidentes, cz=cr cos θ − cθ sin θ e z0=r0 cos θ.

Para o problema em questão, o operador de espalhamento Â é decomposto como

Âh(q) = ÂrÂθÂφh
(q), (17)

onde

Ârξ = − 1

cr

∫

c′
r
<0

c′r exp (c
2
r − c′2r )Rr(cr → c′r)ξ(c

′

r) dc
′

r, (18)

Âiξ =

∫

∞

−∞

exp (c2i − c′2i )Ri(ci → c′i)ξ(c
′

i) dc
′

i, i = θ, φ, (19)

para uma função arbitrária ξ da velocidade molecular c. De acordo com o modelo de Cercignani
e Lampis [3],

Rr(cr → c′r) =
2cr
αn

exp

[

−c2r + (1− αn)c
′2
r

αn

]

I0

(

2
√
1− αn

αn
crc

′

r

)

, (20)

Ri(ci → c′i) =
1

√

παt(2− αt)
exp

{

− [ci − (1− αt)c
′

i]
2

αt(2− αt)

}

, i = θ, φ, (21)

onde I0 denota a função modificada de Bessel de primeira espécie e ordem zero. αt denota o
coeficiente de acomodação de momentum tangencial e αn denota o coeficiente de acomodação de
energia, os quais podem variar nos intervalos 0 ≤ αt ≤ 2 e 0 ≤ αn ≤ 1. O caso αt=1 and αn=1
corresponde ao espalhamento difuso ou completa acomodação na superf́ıcie. Já o caso αt=0 e
αn=0 corresponde à reflexão especular na superf́ıcie.

Além da condição de contorno, a solução da equação (6) deve satisfazer a seguinte condição
longe da esfera

h(q)
∞

= lim
r→∞

h(q)(r, θ, c) = 0, (22)
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Figura 1: Influência dos coeficientes de acomodação na força radiométrica que atua na esfera.

a qual implica em equiĺıbrio termodinâmico.
Com o objetivo de eliminar a dependência da solução nas variáveis θ e φ′, a solução de simila-

ridade proposta na Ref. [17] é utilizada. Assim, a função perturbação é representada do seguinte
modo

h(q)(r, θ, c) = h(q)
c (r, c, θ′) cos θ + h(q)

s (r, c, θ′)cθ sin θ. (23)

Consequentemente, a substituição de (23) na equação (6) fornece duas equações acopladas para as

funções h
(q)
c e h

(q)
s com condições de contorno, e também em r → ∞, obtidas de (16) e (22). Os

momentos dados em (9)-(14), os quais correspondem ao campos de escoamento do gás ao redor da
esfera induzidos pela distribuição de temperatura na superf́ıcie, também são reescritos em termos

das funções h
(q)
c e h

(q)
s .

O sistema de equações obtido foi resolvido numericamente utilizando o método de velocidades
discretas. Os resultados obtidos para a força na esfera são apresentados a seguir para alguns valores
de parâmetro de rarefação e coeficientes de acomodação.

4 Resultados

A Figura 1 apresenta a força radiométrica na esfera para parâmetro de rarefação δ=0.1, 1 e 10.
Na Figura 1(a), o coeficiente de acomodação de momentum tangencial é fixo, αt=1, e o coeficiente
de acomodação de energia, αn, varia de 0.1 até 1. Na Figura 1(b), o coeficiente de acomodação de
energia é fixo, αn=1, e o coeficiente de acomodação de momentum tangencial, αt, varia de 0.5 até
1. Assim, as figuras permitem observarmos como a força varia do valor correspondendo ao caso de
espalhamento difuso, para o qual αn=1 e αt=1.

Atualmente, os valores dos coeficientes de acomodação introduzidos no modelo de Cercignani
e Lampis podem ser encontrados na literatura para vários gases e superf́ıcies, e.g. Refs. [10, 11,
14, 19]. Em superf́ıcies metálicas, por exemplo, o coeficiente de acomodação de energia, αn, é
aproximadamente igual a 0.1 para gás hélio e está entre 0.5 e 0.95 para gás argônio, à temperatura
ambiente. Nas mesmas condições, o coeficiente de acomodação de momentum tangencial, αt, varia
de 0.5 a 0.95 para ambos os gases.

De acordo com a Figura 1, a dependência da força radiométrica no coeficiente de acomodação de
energia é muito maior que a dependência no coeficiente de acomodação de momentum tangencial.
Portanto, dependendo do gás e da superf́ıcie, a hipótese de espalhamento difuso não é adequada
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Figura 2: Mapa da velocidade hidrodinâmica e linhas de corrente, δ=0.01 e αt=1.

para descrever a interação gás-superf́ıcie e seu uso pode fornecer resultados que não concordam
com dados experimentais. Além disso, no regime de moléculas livres, a ausência de movimento do
gás ao redor da esfera é prevista quando a hipótese de espalhamento difuso é usada, e.g. Ref. [18].
Porém, no presente trabalho, mostramos que para outros valores de coeficientes de acomodação
há movimento do gás ao redor da esfera no regime de moléculas livres. Para visualização, na
Figura 2 apresentamos o campo de velocidade do gás para δ=0.01, αt=1 e αn=0.1 e 0.5. Note
que, de acordo com (1) e (2), x/δ=x′/R0 e z/δ=z′/R0, ou seja, na figura as coordenadas x′ e z′

são adimensionalizadas usando o raio R0 da esfera. A figura mostra que o gás escoa na direção
−z e, na notação do trabalho, isso significa que o escoamento é na direção do pólo frio para o pólo
quente da esfera.

A Figura 1 também mostra que a magnitude da força radiométrica tende a aumentar à medida
que o parâmetro de rarefação do gás diminui, ou seja, a magnitude da força é maior no regime de
moléculas livres para quaisquer valores de coeficientes de acomodação. Isso se deve ao fato de que,
no regime de moléculas livres as colisões intermoleculares são despreźıveis e o único mecanismo
responsável pela força na esfera é o chamado mecanismo de Knudsen, segundo o qual a força se deve
à transferência de momentum das moléculas gasosas para a superf́ıcie sem influência de fenômenos
inerentes às colisões intermoleculares. À medida que o parâmetro de rarefação aumenta e o gás
tende aos regimes de transição e cont́ınuo, as colisões moleculares levam a outros mecanismos que
resultam em forças menores na esfera, e.g. o rastejo térmico que aparece no regime cont́ınuo.
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