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Resumo. No presente trabalho, a for¢ga radiométrica que atua em uma esfera com temperatura
nao-uniforme é calculada com base na solugdo numérica de um modelo cinético para a equagao de
Boltzmann linearizada e no modelo de Cercignani-Lampis para a interagdo gas-superficie. A forca
que atua na esfera, assim como os campos de escoamento induzidos pela distribuigdo de temperatura
na superficie esférica, s@o obtidos em um amplo intervalo de nimero de Knudsen, definido como
a razao entre o livre caminho médio molecular e o raio da esfera, tal que os regimes de moléculas
livres, transicdo e continuo s@o considerados. Além disso, visando analisar a influéncia da lei de
interagdo géas-superficie na solugdo do problema, vérios valores de coeficientes de acomodagao sdo
considerados.
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1 Introducao

Atualmente, o crescente interesse por estudos relacionados a forga radiométrica em sistemas
gasosos se deve ao desenvolvimento de micro e nano tecnologias tais como sensores de gas [5,8]. No
contexto de teoria cinética dos gases, um escoamento gasoso pode ser induzido por um campo de
temperatura mesmo na auséncia de forgas externas, e.g. o famoso rastejo térmico [7,15], do inglés
thermal creep. Porém, o escoamento de um gés também pode resultar em um efeito térmico, e.g. a
polarizagao de uma esfera imersa em um gas rarefeito em movimento com velocidade uniforme [1].
O efeito de polarizacao térmica da esfera leva ao aparecimento de uma forga na esfera, denominada
forca radiométrica devido aos famosos experimentos de Crookes [4].

No presente trabalho a forca radiométrica que atua em uma esfera termicamente polarizada,
com tamanho e condutividade térmica arbitrarios, é calculada numericamente com base no modelo
proposto por Shakhov [12] para a equagao linearizada de Boltzmann. Visando analisar a influéncia
da interacao gds-superficie na solugdo do problema, o modelo proposto por Cercignani e Lampis [3]
é utilizado na condigao de contorno. Geralmente, o modelo proposto por Maxwell [9] é utilizado
em problemas envolvendo escoamento de gases rarefeitos. De acordo com o modelo de Maxwell,
uma fracao « das particulas gasosas é refletida difusamente e o restante 1 — « especularmente.
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Porém, apesar da sua simplicidade matemadtica, esse modelo de interagao gas-superficie pode for-
necer resultados em discordancia com dados experimentais. No modelo de Cercignani-Lampis,
dois coeficientes de acomodacao sao introduzidos, um coeficiente de acomodagao de momentum
tangencial e outro coeficiente de acomodagao de energia. Portanto, apesar da sua complexidade
matematica, o modelo de Cercignani-Lampis fornece uma melhor descricao fisica do processo de
interagao gas-superficie ja que dois coeficientes de acomodacao sao introduzidos.

Os campos de escoamento do gas ao redor da esfera, i.e. desvios de densidade e temperatura,
velocidade hidrodinamica e fluxo de calor, induzidos pela distribui¢ao de temperatura nao uniforme
da esfera também sdo calculados. De acordo com a literatura, e.g. Refs. [16,18], uma peculiaridade
de escoamentos rarefeitos induzidos por campos de temperatura é a uséncia de movimento do gas
no regime de moléculas livres quando a hipdtese de espalhamento difuso é utilizada. Porém, no
presente trabalho, mostramos que no regime de moléculas livres existe movimento do géas ao redor
da esfera quando outra lei de interacao gas-superficie é utilizada.

2 Formulacao do problema

Consideramos uma esfera estaciondria de raio Ry e condutividade térmica A\, em um gés ra-
refeito monoatémico de condutividade térmica A\;. Longe da esfera assumimos que o gés estd em
equilibrio termodinamico com densidade de nimero, pressao e temperatura denotados, respectiva-
mente, por ng, pg e Ty, e escoa com velocidade constante U, na direcao z’. Devido a geometria do
problema, coordenadas esféricas (17,6, ¢) sao introduzidas no espago fisico v’ e (v, 6, ¢') no espago
de velocidade molecular v. Detalhes podem ser encontrados em nosso trabalho anterior [6]. Por
conveniéncia, introduzimos a coordenada radial e a velocidade molecular adimensionais

r=—, c=—, (1)

onde lo=ppv/po é uma distancia equivalente ao livre caminho médio molecular e vy = /2kT/m

é a velocidade molecular mais provavel. k£ é a constante de Boltzmann e m é a massa molecular.
O parametro de rarefagao do gas, o qual é inversamente proporcional ao nimero de Knudsen,

é definido aqui como

= %

Dependendo do valor do parametro de rarefagao, o regime de escoamento do gas é classificado em
regime de moléculas livres (§ < 1), continuo ou hidrodindmico (§ > 1) e de transigao (6 ~ 1).

Assumimos que a razao entre as condutividades térmicas da esfera e do gas, A=M\,/\,, é ar-
bitraria. Nessa situagao, a distribuicao de temperatura na superficie da esfera precisa ser conside-
rada na condicao de contorno. Essa distribuicao de temperatura é obtida da solugao da equacao
de Laplace com simetria axial e, para o problema em questao, é escrita do seguinte modo

) =T0. (2)

Tp(Ro,Q) = T0(1+7'50 (‘,089)7 (3)

onde T4 ¢ uma constante.
Duas forcas termodinamicas sao introduzidas,

Uso
Xu‘v— <1, Xg=|m0| <1, (4)
0

as quais sao acopladas devido a polarizacao térmica da esfera. Entretanto, como assumimos que as
suas magnitudes sao muito pequenas, o problema pode ser dividido em duas partes independentes:
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(i) arrasto viscoso com temperatura da esfera uniforme e (ii) forca radiométrica induzida pela
distribui¢ao nao-uniforme de temperatura na superficie esférica com gas estacionario. Assim, cada
problema pode ser resolvido separadamente e, posteriormente, a forga total que atua na esfera é
dada pela superposicao das solugoes que, na forma adimensional, é escrita como

F/
F=—2  _—FX,+FX, 5
47TR3p0 q-<*q ( )

onde F), e I; denotam, respectivamente, as forcas de arrasto viscoso e radiométrica adimensionais.
F! denota a forga total, dimensional, na esfera. De fato, o problema de arrasto viscoso em uma
esfera com temperatura uniforme, que corresponde a consideracao de uma esfera com conduti-
vidade térmica muito maior que a condutividade térmica do géds, ji foi encontrada na Ref. [6].
Portanto, nesse trabalho foco ¢ dado ao célculo da forca radiométrica na esfera. E importante
mencionar que, apesar da forca radiométrica ser desprezivel quando comparada com a forca de
arrasto viscoso, a introdugao das duas forgas termodinamicas definidas em (4) permite utilizarmos
a relagao de reciprocidade entre os efeitos acoplados como um critério adicional para a verificacao
da convergéncia dos calculos numéricos.

3 Meétodo de solugao

O problema é resolvido com base no modelo proposto por Shakhov [12] para a equacgao linea-
rizada de Boltzmann [2] e no método de velocidades discretas, o qual é amplamente utilizado na
drea de dinamica de gases rarefeitos e cujos detalhes podem ser encontrados na Ref. [13]. De fato,
a solugao do problema ¢é similar & apresentada em nosso trabalho anterior [6], mas a condigao de
contorno é modificada para a consideragao da distribuicao de temperatura na superficie esférica
devida & polarizagao térmica da esfera. Entao, seguindo a mesma notagao da Ref. [6], a equagao
cinética para o problema axi-simétrico em questdo (simetria em ¢) é escrita na forma adimensional
do seguinte modo:

Dr@ — ish(q)7 (6)
onde o operador de transporte é dado por
Dh@ =, on'e %8(;1;) + %cos ’ag;q) — %sin ¢ cot 988]1—(;) (7)
e o operador de colisoes é dado por
Lsh@ — (@ 4 (C2 _ §) FD 4 9c.u@ 4 A (C2 _ §) c.q@ _h@, (®)
2 15 2

A funcio h(9=p@ (r,0,c) é chamada de funcao perturbagao e representa o desvio da fungao de
distribuicao de velocidades moleculares da fungao de Maxwell caracteristica do estado de equilibrio
termodinamico do sistema gasoso. No operador de colisoes (8), as quantidades

(@ (r,0) = 3#/2 /h(q) (7’,9,C)e_02 dc, 9)
e
2 3 ?
(q) o 2 v (q) -
TP 0) = 557 / <C 2> hi®(r,0,c)e™ de, (10)

correspondem aos desvios de densidade e temperatura do gés dos valores correspondendo ao
equilibrio termodinamico, e
1

u®(r,0) = =7 [ e:hl(r,0,c)e™ de, (11)
s
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1

ug)q) (r,0) = 3/2 coh? (1,0, C)e_cz de, (12)
0
q(q) (r,0) = R P e 5 h(@ (r,0 c)e_C2 dc (13)
T s T3/2 r 2 » ’
(@), ) = L 20\ h@ (0, c)e d (14)
gy (r,0) = 3 co | c 5 r,v,c)e c,

correspondem as componentes radial e polar dos vetores velocidade hidrodinamica u e fluxo de
calor q. Ademais, c,=ccosf’ e c;=csinf’ denotam as componentes radial e tangencial do vetor
velocidade molecular adimensional, definido em (1), e de=c? sin 6’ dcdf’ d¢’'.

A forga radiométrica, adimensional, que atua na esfera é calculada como

1 _e?
F, :7%—5/2/2 dzw/crcze hD(rg, 0, c) de, (15)

onde d¥,,=sin #dfd¢ denota um elemento de drea infinitesimal na superficie da esfera.
De acordo com as Refs. [2,13], a condicao de contorno, em r = rq, utilizada para resolver a
equagao integro-diferencial (6) é a seguinte:

W@ = Ap-@ 4 @ _ Ap@) p@) — <02 ~ §> 20 os0 (16)
w w w 2 6 ’
onde o sinal “+ 7 indica particulas gasosas (4tomos ou moléculas) refletidas e o sinal “ — " indica
particulas gasosas incidentes, c,=c, cos — cgsinf e zo=r cos 0.
Para o problema em questao, o operador de espalhamento A é decomposto como
AR = A, AgAghl?, (17)
onde )
Ag=— [ dexplet -~ R (er > el e, (13)
Cr Jer <0
Ag= [ ew(@ - PRl > DA, i=0.9, (19)

para uma fungao arbitraria £ da velocidade molecular c¢. De acordo com o modelo de Cercignani
e Lampis [3],

2¢, 2 1—ap)c? 21 —
Rocr = ¢) = = exp [ i+ (1—ay)e; }Io < Vi—a CTC,T) | 20)
an, an an,
1 [ei — (1 — ay)cl]? } ,
Ri(c; = ¢) = ——=cex { Lb i=0,09, 21
( ) T (2 — o) P (2 — o) ¢ (21)

onde Iy denota a funcao modificada de Bessel de primeira espécie e ordem zero. «; denota o
coeficiente de acomodacao de momentum tangencial e «,, denota o coeficiente de acomodacao de
energia, os quais podem variar nos intervalos 0 < a; <2e 0 <, < 1. O caso ay=1 and a,,=1
corresponde ao espalhamento difuso ou completa acomodacao na superficie. Ja o caso a;=0 e
a,=0 corresponde a reflexao especular na superficie.
Além da condigao de contorno, a solugdo da equagao (6) deve satisfazer a seguinte condigao
longe da esfera
h@ = lim A9 (r,6,c) =0, (22)

r—00
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Figura 1: Influéncia dos coeficientes de acomodagao na forca radiométrica que atua na esfera.

a qual implica em equilibrio termodinamico.

Com o objetivo de eliminar a dependéncia da solugao nas varidveis 6 e ¢’, a solucao de simila-
ridade proposta na Ref. [17] é utilizada. Assim, a fungdo perturbacgao é representada do seguinte
modo

RO (r,0,¢) = hiD(r,c,0") cos§ + hlD (r, ¢, 8 )cp sin 6. (23)

Consequentemente, a substitui¢ao de (23) na equagao (6) fornece duas equacoes acopladas para as

fungoes A e b9 com condigbes de contorno, e também em r — oo, obtidas de (16) e (22). Os

momentos dados em (9)-(14), os quais correspondem ao campos de escoamento do gas ao redor da
esfera induzidos pela distribuigao de temperatura na superficie, também sao reescritos em termos
das funcoes Rl ¢ p@

O sistema de equagoes obtido foi resolvido numericamente utilizando o método de velocidades
discretas. Os resultados obtidos para a forca na esfera sao apresentados a seguir para alguns valores

de parametro de rarefagao e coeficientes de acomodacao.

4 Resultados

A Figura 1 apresenta a forca radiométrica na esfera para parametro de rarefacao =0.1, 1 e 10.
Na Figura 1(a), o coeficiente de acomodagao de momentum tangencial é fixo, a;=1, e o coeficiente
de acomodagao de energia, «,,, varia de 0.1 até 1. Na Figura 1(b), o coeficiente de acomodagao de
energia ¢ fixo, a, =1, e o coeficiente de acomodagao de momentum tangencial, oy, varia de 0.5 até
1. Assim, as figuras permitem observarmos como a forga varia do valor correspondendo ao caso de
espalhamento difuso, para o qual a,,=1 e az=1.

Atualmente, os valores dos coeficientes de acomodacao introduzidos no modelo de Cercignani
e Lampis podem ser encontrados na literatura para varios gases e superficies, e.g. Refs. [10,11,
14,19]. Em superficies metélicas, por exemplo, o coeficiente de acomodagao de energia, o, é
aproximadamente igual a 0.1 para gas hélio e esta entre 0.5 e 0.95 para gas argdnio, a temperatura
ambiente. Nas mesmas condicoes, o coeficiente de acomodacao de momentum tangencial, oy, varia
de 0.5 a 0.95 para ambos os gases.

De acordo com a Figura 1, a dependéncia da forga radiométrica no coeficiente de acomodagao de
energia é muito maior que a dependéncia no coeficiente de acomodagao de momentum tangencial.
Portanto, dependendo do gés e da superficie, a hipétese de espalhamento difuso nao é adequada

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0442 010442-5 © 2021 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0442

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

S ux 10°
! 3.0
F+4 2.0
6
)

x/ -
4 4 0.5
2 0.2

0.1
0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
2/ z/0
(a) an=0.1 (b) an=0.5

Figura 2: Mapa da velocidade hidrodinamica e linhas de corrente, 6=0.01 e a;=1.

para descrever a interacao gas-superficie e seu uso pode fornecer resultados que nao concordam
com dados experimentais. Além disso, no regime de moléculas livres, a auséncia de movimento do
gés ao redor da esfera é prevista quando a hipdtese de espalhamento difuso é usada, e.g. Ref. [18].
Porém, no presente trabalho, mostramos que para outros valores de coeficientes de acomodagao
ha movimento do gés ao redor da esfera no regime de moléculas livres. Para visualizagao, na
Figura 2 apresentamos o campo de velocidade do gas para §=0.01, ay=1 e «a,=0.1 e 0.5. Note
que, de acordo com (1) e (2), x/d=2'/Ry e z/d=z"/ Ry, ou seja, na figura as coordenadas 2’ e 2’
sao adimensionalizadas usando o raio Ry da esfera. A figura mostra que o gas escoa na diregao
—z e, na notagao do trabalho, isso significa que o escoamento é na direcao do pdlo frio para o pélo
quente da esfera.

A Figura 1 também mostra que a magnitude da forga radiométrica tende a aumentar a medida
que o parametro de rarefagao do gds diminui, ou seja, a magnitude da forga é maior no regime de
moléculas livres para quaisquer valores de coeficientes de acomodacao. Isso se deve ao fato de que,
no regime de moléculas livres as colisdes intermoleculares sao despreziveis e o Unico mecanismo
responsavel pela forga na esfera é o chamado mecanismo de Knudsen, segundo o qual a forca se deve
a transferéncia de momentum das moléculas gasosas para a superficie sem influéncia de fenémenos
inerentes as colisdes intermoleculares. A medida que o parametro de rarefagao aumenta e o gas
tende aos regimes de transigao e continuo, as colisoes moleculares levam a outros mecanismos que
resultam em forcas menores na esfera, e.g. o rastejo térmico que aparece no regime continuo.
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