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Resumo. O Problema de Fluxo de Potência Ótimo é importante em sistemas de potência, pois
pode ser aplicado no despacho econômico, análise de confiabilidade de geração e transmissão, análise
de segurança e programação da geração de curto prazo. Contudo, as decisões no setor energético
dependem de parâmetros incertos presentes nos planejamentos de curto e longo prazo. Deste modo,
propomos um modelo de Programação Estocástica de Dois Estágios com Recurso Fixo para o
Problema de Fluxo de Potência Ótimo com Demanda Incerta, o qual é resolvido pelo Método
Seguidor de Caminhos, que é um Método de Pontos Interiores. As fontes de geração de potência
ativa consideradas foram as usinas hidrelétricas e térmicas. Testes numéricos realizados no problema
IEEE30 indicam que seria vantajoso considerar a solução estocástica.

Palavras-chave. Método de Pontos Interiores, Programação Estocástica de Dois Estágios com
Recurso Fixo, Fluxo de Potência Ótimo.

1 Introdução

Fluxo de Potência Ótimo (FPO) é um termo relacionado a uma classe de problemas do sistema
energético nos quais se deseja otimizar uma função objetivo sujeita a um conjunto de restrições,
que representam limites operacionais e leis f́ısicas da rede elétrica [8]. Neste trabalho, usaremos um
modelo de fluxo de redes para o Fluxo de Potência Ótimo CC, o qual tem apresentado resultados
satisfatórios nas aplicações [9]. Os dados incertos presentes nos planejamentos de curto e longo
prazo do setor energético são classificados como parâmetros técnicos e econômicos. Os parâmetros
técnicos são divididos em topológicos e operacionais. Parâmetros topológicos estão relacionados a
rede de transmissão, como falhas ou interrupções de linhas, geradores ou dispositivos de medição.
Parâmetros operacionais contemplam as decisões referentes a demanda ou ao valor de geração.
Parâmetros econômicos são aqueles relacionados a ı́ndices econômicos estudados na microecono-
mia ou macroeconomia. Desse modo, a fim de tratar essas incertezas, surgiram vários métodos de
otimização, cuja principal diferença consiste na técnica escolhida para descrever a incerteza dos
parâmetros de entrada. Esses métodos são classificados como: abordagem probabiĺıstica, possi-
biĺıstica, probabiĺıstica-possibiĺıstica, teoria de decisão da informação do gap, otimização robusta
e análise de intervalo [11].

Um dos primeiros trabalhos sobre programação estocástica foi publicado em 1955 por Dantzig.
Segundo ele, a motivação do estudo surgiu de uma proposta de estender os métodos de pro-
gramação linear para resolver problemas de alocação com demanda incerta. Dantzig afirma que a
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caracteŕıstica fundamental dos problemas sob incerteza é que as decisões são tomadas em dois ou
mais estágios, assim, as variáveis de primeiro estágio são as únicas que podem ser determinadas com
antecedência, porque as de segundo estágio e posteriores dependem dos eventos aleatórios [3]. Em
geral, resolver programas estocásticos aumenta a complexidade do problema. Assim, na prática,
os parâmetros incertos são substitúıdos por aproximações ou valores esperados e, então, problemas
mais simples são resolvidos. Para avaliar a qualidade da solução de um programa estocástico,
são usadas algumas medidas. Neste trabalho, destacaremos o Valor da Solução Estocástica (VSS)
que avalia o desempenho da solução do modelo determińıstico em relação à solução do programa
estocástico [1].

Os Métodos de Pontos Interiores (MPIs) surgiram em 1967 com o trabalho de Dikin. Em
1984, Karmarkar apresentou um MPI baseado em geometria projetiva e otimização sobre uma
esfera. Este método possui complexidade polinomial e pode ser visto como um aprimoramento do
método dos elipsóides [4,6]. Dentre os avanços na classe dos MPIs, destacamos os métodos primal-
dual. As caracteŕısticas destes métodos são: transformar o problema primal num problema de
barreira equivalente, aplicar as condições de otimalidade de primeira ordem na função lagrangiana
e resolver o sistema de equações não lineares pelo método de Newton. Assim, estes métodos
resolvem os problemas primal e dual ao mesmo tempo [4,7, 12]. Os MPIs são usados na resolução
de problemas linear, não linear, convexo e não convexo. Na área de otimização da operação de
sistemas de potência os métodos de pontos interiores têm desempenhado papel relevante, devido
ao tamanho e caracteŕısticas desses problemas [10].

Diante desse contexto, pretendemos investigar a incerteza da demanda, que é um parâmetro
operacional, por meio de uma técnica probabiĺıstica. Assim, estamos propondo um modelo de
programação estocástica de dois estágios com recurso fixo para o FPO com demanda incerta. Desse
modo, uma função de distribuição de probabilidade será obtida por meio da análise do histórico
de consumo. Em seguida, usaremos uma aproximação discreta da distribuição de probabilidade
para obter aproximações do problema cont́ınuo e analisar sua convergência. O Método Seguidor
de Caminhos foi escolhido para a resolução desse problema, pois apresenta bons resultados quando
aplicado a sistemas de potência [9, 10]. Por fim, usaremos o parâmetro estocástico VSS para
analisar a importância de se considerar a incerteza da demanda no FPO.

2 Fluxo de Potência Ótimo CC

O problema de fluxo de potência ótimo CC pode ser formulado por um modelo de fluxo em
redes cuja função objetivo resulta da soma de duas funções quadráticas separáveis, uma função
representa as perdas no sistema de transmissão, e outra função corresponde aos custos de geração
das usinas termelétricas e hidrelétricas. No conjunto de restrições, as leis de Kirchhoff dos nós e
ramos, assim como os limites de geração e transmissão, são consideradas [2, 9].

Minimize β
2

(
pTQp+ cTq p

)
+ α

2 f
TRf

Sujeito a −Ep+Af = −l (1)

Xf = 0 (2)

pl ≤ p ≤ pu (3)

fl ≤ f ≤ fu, (4)

onde β e α são escalares usados para especificar o objetivo da otimização. A matriz diagonal
Q ∈ Rg×g e o vetor cq ∈ Rg representam os custos de geração. A matriz diagonal R ∈ Rn×n
corresponde à resistência das linhas de transmissão. A matriz E ∈ Rm×g é formada por colunas
da matriz identidade, e cada coluna sua representa uma barra de geração. As matrizes A ∈ Rm×n

e X ∈ Rn−m+1×n correspondem à incidência e reatância da rede de transmissão, respectivamente.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0451 010451-2 © 2021 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0451


3

O vetor l ∈ Rm denota a demanda de potência ativa. Os vetores p, pl e pu, de Rg, representam
a geração de potência ativa e seus limites inferior e superior, respectivamente. Analogamente, os
vetores f , fl e fu, de Rn, estão relacionadas ao fluxo de potência ativa.

2.1 Mudança de Variáveis

A fim de reescrever o problema de FPO na forma padrão, definimos x = f − fl e g = p − pl.
Além disso, juntamos as equações (1) e (2), definindo R = [R; 0], cr = [2Rfl; 0], xu = [xu; 0],
cq = cq + 2Qpl,

B =

[
A
X

]
, B =

[
B en+1

]
e E =

[
E
Z

]
,

sendo Z ∈ R(n+1−m)×g uma matriz nula. Assim, obteremos:

Minimize β
2

(
gTQg + cq

T g
)

+ α
2

(
xTRx+ cr

Tx
)

Sujeito a −Eg +Bx = b
g + v = gu
x+ u = xu
(g, x, v, u) ≥ 0.

(5)

Por simplicidade, eliminaremos as barras sobre as variáveis ao longo do texto.

3 Problema Estocástico de Dois Estágios com Recurso Fixo
para o FPO

Nesse modelo, consideramos a geração das hidrelétricas como variáveis de primeiro estágio, g1i,
enquanto a geração das termelétricas são variáveis de segundo estágio, g2ij . O vetor de probabili-
dade aij = (ai1, ai2, ai3, · · · , aiN ), tal que N corresponde ao número de cenários considerados e i
indica o horário do planejamento P . Além disso, a matriz diagonal M e o vetor cm correspondem
aos custos de geração das termelétricas. A matriz F será formada por colunas da matriz identi-
dade, que representam os geradores das termelétricas. O vetor gh representa a meta diária das
usinas hidrelétricas.

Min

P∑
i=1

βi2 (gT1iQg1i + cq
T g1i

)
+

N∑
j=1

aij

[
ξi
2

(
gT2ijMg2ij + cm

T g2ij
)

+

+ αi

2

(
xij

TRxij + cr
Txij

)]}
S. a

P∑
i=1

g1i = gh; −Eg1i − Fg2ij +Bxij = bij ;

g1i + v1i = gu; g2ij + v2ij = g2u;
xij + uij = xu; (g1i, g2ij , xij , v1i, v2ij , uij) ≥ 0.

(6)

O problema (6), é chamado também de Problema de Recurso (RP), cuja matriz de restrições possui
nt = 2P [g1 +N(g2 + n+ 1)] colunas e mt = g1 + P [g1 +N(g2 + 2n+ 2)] linhas.

3.1 Valor da Solução Estocástica

Definition 3.1. A solução do RP é o valor que minimiza a função objetivo considerando o valor
esperado da solução de segundo estágio, ou seja, ela determina a melhor solução de primeiro estágio

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0451 010451-3 © 2021 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0451


4

considerando todos os cenários posśıveis,

RP = min
x
Eξ[z(x, ξ)]. (7)

Definition 3.2. A solução do problema de Valor Esperado (EV) considera o valor esperado da
variável aleatória ξ,

EV = min
x
z(x, ξ). (8)

Definition 3.3. O Resultado Esperado usando a solução do problema de Valor Esperado (EEV) é
obtido da seguinte forma: considere x(ξ) a solução de EV ; em seguida, resolva o problema de dois
estágios assumindo x = x(ξ), ou seja, para cada cenário, apenas as variáveis de segundo estágio
são otimizadas, pois as variáveis de primeiro estágio foram fixadas a priori; por fim, calcula-se o
valor esperado da função objetivo,

EEV = Eξ[z(x(ξ), ξ]. (9)

Definition 3.4. O Valor da Solução Estocástica (VSS) é definido como a diferença entre os
valores EEV e RP . Assim, o V SS determina o ganho obtido pela solução estocástica ou a perda
por desconsiderar a incerteza na tomada de decisão,

V SS = EEV −RP. (10)

Proposition 3.1. Todo problema de programação estocástica de dois estágios satisfaz a desigual-
dade

RP ≤ EEV. (11)

Proposition 3.2. Seja f uma função densidade de probabilidade em [a, b]. Então,

N∑
i=1

ti−1pi ≤ E[φ(X)] ≤
N∑
i=1

tipi, (12)

desde que E[φ(X)] =
∫ b
a
tf(t)dt, pi = P (ti−1 ≤ X ≤ ti) =

∫ ti
ti−1

f(t)dt e N é o número de pontos
da partição.

Definition 3.5. Seja P uma restrição da distribuição de probabilidade P ao intervalo [a, b], ou
seja, f : [a, b] −→ R, tal que P (ti−1 ≤ X ≤ ti) = P (ti−1 ≤ X ≤ ti) + ε. A constante ε representa
a n-ésima parcela do erro, sendo definida por ε = [1− P (a ≤ X ≤ b)]/n.

3.2 Teste de Shapiro-Wilk

O teste de Shapiro-Wilk é um teste de normalidade cuja hipótese nula, H0, considera que a
amostra provém de uma distribuição normal, e a hipótese alternativa, H1, corresponde ao caso
contrário. Para realizar o teste de Shapiro-Wilk usaremos o software R, o qual calcula Wo e o
p − valor. Assim, dado que o p − valor baixo é evidência contra H0, então, para concluirmos
se uma dada variável aleatória provém de uma população com distribuição normal, verificaremos
duas condições: Wo > Wα,n e p− valor > α.

3.3 Desigualdade de Jensen

Esta desigualdade é baseada na relação entre a reta tangente e uma função convexa. Assim,

definindo c11 =
∫ µ0

a
dF (t) > 0, c12 = 1 − c11 > 0, µ11 = 1

c11

∫ µ0

a
tdF (t), µ12 = 1

c12

∫ b
µ0
tdF (t) e

φ(µ0) = J0, obteremos:

J0 ≤ J1 ≡ c11φ(µ11) + c12φ(µ12) ≤ E[φ(t)], (13)

que é um limite inferior para a solução estocástica RP .
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3.4 Desigualdade de Edmundson-Madansky

Um limitante superior para solução estocástica RP é obtido pela desigualdade de Edmundson-
Madansky. Esta desigualdade é motivada pela propriedade de um segmento de reta que liga dois
pontos de uma função convexa. Seja µ0 = E(X), então

M0 =
(b− µ0)

b− a
φ(a) +

(µ0 − a)

b− a
φ(b) ≥ E(φ(X)). (14)

Theorem 3.1. Sejam φ uma função convexa cont́ınua em [a, b] e E(X) finita. Então E[φ(X)] é
finito e Jn → E[φ(X)]←Mn. Assumindo que cada subintervalo torna-se arbitrariamente pequeno
quando n tende ao infinito [5].

4 Aplicação

Nos testes numéricos, definimos uma decomposição da capacidade de geração de potência ativa
da seguinte forma: 2/3 da capacidade de geração padrão correspondendo às usinas hidrelétricas
e o restante da capacidade de geração às usinas termelétricas. O limite inferior dos geradores
sendo nulo para hidrelétricas e termelétricas. O limite superior do fluxo de potência ativa igual
a capacidade total de geração padrão, e o limite inferior igual ao negativo do limite superior. Os
custos de geração de potência ativa das usinas termelétricas sendo cinquenta vezes maior que os
custos de geração das usinas hidrelétricas. O vetor de probabilidade foi obtido, como na Definição
3.5, usando o histórico de consumo disponibilizado pelo Operador Nacional do Sistema Elétrico
Brasileiro. Escolhemos o dia 01 de outubro de 2020 como referência de estudo. Assim, coletamos
os dados do consumo energético por hora, de 25 a 30 de setembro de 2020, e verificamos que os
dados provêm de uma distribuição normal.

4.1 IEEE30

Este problema representa uma aproximação do Sistema de Potência Elétrica Americano, no
Meio-Oeste dos EUA. A capacidade de geração é de 280 MW , com 6 geradores. Assim, definimos
g1 = 4 e g2 = 2. Como o número de linhas de transmissão é 41, a matriz de restrições do RP terá
dimensões A(97 + 2094N, 192 + 2112N).
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Figura 1: Fluxo de Potência Ótimo por hora.

* Os valores do eixo vertical são da ordem de 105 um.
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Na Figura 1, observamos a variação diária das soluções EV , RP e EEV , juntamente com a
solução REAL que corresponde à solução do FPO com o consumo do dia de referência. Ressaltamos
que RP ≤ EEV em todos os horários. Isso verifica a Proposição 11 e garante que V SS ≥ 0.
Portanto, seria vantajoso considerar a solução estocástica no FPO.
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5,5 

10 30 50 70 100 

RP_tmin 

RP 

RP_em 

RP_tmax 

Figura 2: Solução do Problema de Recurso, com P = 24 horas, versus o Número de Cenários.

* Os valores do eixo vertical são da ordem de 106 um.

Na Figura 2, comparamos nossa proposta de solução, baseada nas propriedades de soma inferior,
superior e de Riemann, com aproximações dos limites inferior de Jensen e superior de Edmundson-
Madansky. O melhor desempenho que temos observado é o da solução RP . Nesta solução, o t∗i é
igual ao ponto médio de cada intervalo [ti−1, ti] da partição. Se, na Desigualdade 13, substituirmos
ci = pi e µi = t∗i , então, RP seria uma aproximação do limite inferior de Jensen.

Tabela 1: Valor Ótimo do Problema 6.

Valor ótimo (106 um) Tempo de CPU (s) Número de iterações

FRPD 4.8231 81.7873 63
FREAL 4.9831 0.9697 60

Na Tabela 1, observamos a proximidade entre os valores FRPD e FREAL, ou seja, o Pré-
despacho do FPO obtido pela solução estocástica representa 96, 79% do valor ótimo do problema
com o consumo verificado no dia de referência. Acreditamos que o alto tempo de CPU na resolução
do Problema de Recurso seja devido ao número de cenários considerados, N = 100.

5 Conclusões

De acordo com os testes numéricos, o modelo proposto apresentou resultados coerentes. Isso
resulta da aproximação da distribuição de probabilidade proposta e, também, da solução RP
escolhida. Conforme observamos na Figura 1, o Valor da Solução Estocástica foi positivo em
todos os horários, portanto, seria lucrativo considerar a solução estocástica em vez da solução
determińıstica.
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