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Resumo. Em [1], Al Bastami, Beli¢ e Petrovié propuseram um novo método para encontrar solugoes
da equagao diferencial de Riccati. Inicialmente, eles obtém uma equagao diferencial ordindria (EDO)
linear de segunda ordem através de uma mudanca de varidvel usual na equagdo de Riccati. Em
seguida, ele apresentam uma nova mudanca de varidvel e discutem a resolugao da EDO resultante
em dois casos. No primeiro deles, a EDO resultante tem coeficientes constantes. No segundo caso,
afirmam que é possivel escolher arbitrariamente um dos coeficientes da EDO resultante e tratar
casos particulares de EDOs de Riccati. Mostramos neste trabalho que todas as equagoes de Riccati
que pertencem ao primeiro caso podem também ser resolvidas através do método de Chini [3-5].
Ademais, mostramos que qualquer equagao de Riccati se enquadra no segundo caso e que nao hé
liberdade na escolha dos coeficientes da EDO resultante.

Palavras-chave. Equagao de Riccati, Método de Chini, Equagoes Separdveis

1 Introducao

Em baixas temperaturas, o condensado Bose-Einstein de gases atomicos confinados é bem
descrito pela equagdo de Gross-Pitaevskii (GPE). Al Bastami, Beli¢ e Petrovi¢ [1] consideraram
uma equagao GPE generalizada para a fungao de onda do condensado, ¥ (z,y, 2, t)

o+ 28 A 4 X + ol = (0. (1)
com r = y/z2+y?+22. Em (1), B(¢) é o coeficiente de difracao, x(t) estd relacionado ao com-
primento de espalhamento de dois corpos o coeficiente a(t) dimensiona a intensidade do potencial
quadrético e, y(t) é o coeficiente de ganho/perda.

Utilizando o método proposto por [6] para encontrar uma solugdo de (1), é necessério resolver
véarios problemas auxiliares. Um deles consiste em determinar o “chirp” (desvio da frequéncia
instantanea em relagdo & frequéncia central) que é caracterizado como solu¢ao de uma equacao de
Riccati cujos coeficientes dependem de a(t) e S(¢) presentes na GPE (1).

Motivados por essa necessidade, Al Bastami, Beli¢ e Petrovié¢ [1] apresentaram um método de
resolucao para EDOs de Riccati e o aplicaram para obter solugao de algumas GPEs.
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2 O método

Al Bastami, Beli¢ e Petrovié¢ [1] consideram um método para encontrar solugdes da equagao
diferencial de Riccati

y' = P(z) + Q(z)y + R(z)y? (2)

nos casos em que certas relagoes entre os coeficientes P(x), Q(z) e R(x) sdo satisfeitas. Além
disso, observaram que hda métodos de resolugdo da equacao de Gross-Pitaevskii que sdo baseados
na equagao de Riccati.

Por meio de uma substituigdo usual y = —u'/(uR), eles associam a equagdo de Riccati (2) a
uma equagao diferencial ordindria (EDO) de segunda ordem

'’ + a(x)u’ + b(x)u = 0, (3)

onde a(z) = —(Q+ R'/R) e b= PR.
Os autores consideram b(z) = P(z)R(x) > 0 e propdem, entdo, uma nova mudanca de varigvel:

Z_z0+s/ \F (4)

onde s = +1 e B(x) é arbitrdria. Além disso, derivando (4) e elevando ao quadrado, é possivel
deduzir a seguinte relagdo entre a nova varidvel z = f(z) e B( ):

b(z)
B(z) = @.

De (3) e (4), obtemos:

d*u du

d2+2Ad + Bu =0, (5)
onde )

oA — Tz ta(z)d

do 2
(a)
Observe que os coeficientes das EDOs (3) e (5) estao relacionados. Para simplificar a notagao,
denotaremos ¢ = &. Segue de (4) que

dz dz\> b dz d?z
dr ¢ da B ¢ ¢ drdz? €

(5) 2 (5) - 5) "0

Os autores consideram dois casos especiais: A e B > 0 sao constantes; e A =0e B = B(z) é
uma funcao arbitraria.

Na subsegao 2.1, mostramos que todas as equagoes de Riccati que pertencem ao caso em que A
e B > 0 sdo constantes também podem ser resolvidas pelo método de Chini [3-5]. Além disso, na
subsecao 2.2, mostramos que qualquer equacao de Riccati pertence ao segundo caso e que a fungao
B(z) nao pode ser escolhida arbitrariamente. A chave do novo método proposto por Al Bastami,
Beli¢ e Petrovié [1] é a introducao em (3) da mudanga de varidvel z = f(z) definida em (4). Tal
mudanca depende de coeficientes da EDO de Ricatti original e fica completamente definida pela

Portanto
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escolha da funcdo B(z). Por outro lado, através de uma escolha ou hipéteses feitas sobre z = f(z),
é também possivel (se 42/dz # 0) associar uma funcdo B(z) a ela correspondente através da relagao:

)
()

Esta interdependéncia serd importante na discussao do caso em que A = 0.

B(x) =

2.1 Caso A e B >0 (constantes) e o Método de Chini

Note que no caso em que os coeficientes da EDO (5) sao constantes, ela é facilmente resolvida.
Al Bastami, Belié¢ e Petrovié [1] utilizaram (6) e a relagdo dos coeficientes a(z) e b(z) em (3) com
os coeficientes originais P(z),Q(z) e R(x) da EDO de Riccati original (2) para identificar uma
condigao necessiria para que coeficientes da EDO (5) sejam constantes.
Multiplicando (6) por B, temos
Vot 2ab = B340,

VB

Isto é,
b (z) + 2a(x)b(z) 4sA

PEPE VB "

e ao substituirmos em (7) a(x) = —(Q + R'/R) e b = PR, chegamos na expressao
[P(z)R(z)]" — 2[Q(x) + (R(x)'/R(x))|P(x)R(x) _ 4sA
[P(z)R(x)]*/? VB

e a solugao de (2) pode ser encontrada resolvendo (5).
Veremos agora como esta condigdo esta diretamente ligada ao Método de Chini.
Para resolver uma equacao diferencial na forma

y' = P(z) + Qx)y + R(z)y", (9)

Kamke [5] refere-se a textos publicados por Chini [3,4]. Caso exista uma constante a tal que

w = (P(z)/R(z))"™ seja solucdo da equacdo linear
W~ Qew = aP(x). (10)

entdo a mudanca de varidvel y = w(x)u transforma a (9) em uma equagao diferencial de varidveis
separaveis.

Quando n = 2, caso exista uma constante a tal que w = (P(a:)/R(ar;))l/2 seja solugao da
equagao linear (10), entdo a mudanga de varidvel y = w(z)u transforma a EDO de Riccati (2) em

P(z)(u? 4+ 1) = w'u — Q(x)wu + wu’
P(z)(u® — au+1) = wu'
que é uma equagcao diferencial de varidveis separaveis.

No caso das equagoes de Riccati, Cheb-Terrab e Kolokolnikov [2] apontam que o método de
Chini se reduz a verificar o carater constante da expressao

P'(z)R(z) — P(x)R'(z) — 2P(2)Q(z) R(x)

1 3/2
[P(z)R(x)]”

(11)
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O fato de T ser constante em (11) é equivalente a w = (1’:’(373)/]%(96))1/2 ser uma solugao de (9) para
n=2.

Al Bastami, Beli¢ e Petrovi¢ [1] mostraram que se apds aplicarem seu método a uma EDO de
Riccati (2), os coeficientes da EDO (5) s@o constantes, entdo o quociente no lado esquerdo de (8)
é constante. Consequentemente, Z é constante em (11). Portanto, também é possivel resolver (2)
através de uma mudanga de varidvel que transforma (2) em uma equagao diferencial separdvel para
u, onde y = w(x)u. E importante notar que no caso A e B > 0 (constantes), o método proposto
por Al Bastami, Beli¢ e Petrovié [1] apresenta uma férmula fechada para a solucdo da EDO de
Ricatti.

2.2 Caso A=0e B = B(x)

Quando A =0, a (5) torna-se
u + B(z)u=0 (12)
dz? ’
onde z é dada por (4) e B(z) é uma funcao que Al Bastami, Beli¢ e Petrovié¢ [1] alegam que é
arbitraria mas que deve satisfazer

% - <;)Oexp (2/: a(§)d5> , (13)

onde a(z) = —(Q + R'/R) e b= PR dependem dos coeficientes da equagao de Riccati original.

De fato, segue-se de (13) que B(z) ja ndo é mais uma funcao arbitriria. E importante notar
que em (4), a fungao B(zx) pode ser uma fungao arbitréria. Entretanto, se adicionamos a exigéncia
de que A = 0, entdo devemos forgosamente escolher em (4) B(x) tal que

B(z) = <§>Ob(m)exp <2 /m a(g)d§> . (14)

Isto é, para que A = 0, é necessério que na mudanga de varidvel z = f(z) definida em (4), tomemos
B como definido em (14).

Finalmente, mostramos que qualquer equacao de Riccati pertence ao segundo caso. Isto é, dada
uma EDO de Riccati, sempre é possivel escolher B(z) em (4) tal que A = 0 em (5). Dada uma
equacao de Riccati y' = P(z) + Q(x)y + R(x)y?, opere a substituicio y = —u’/(uR) para reduzi-la
a uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem

v’ + a(z)u’ + b(z)u = 0, (15)

onde a(x) = —(Q+ R'/R) e b= PR.
Tome

B(x) = b(x) exp (2 /j a(f)dg) . (16)

Zo

Com esta escolha, definimos por (4) a seguinte mudanga de varidvel:

=20+s =2 s be) .
o] |z V ey’ @ (2 atdn)
z2=2z0+ s/: exp ( /; a(u)du) dg, (17)

Isto é,
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5
onde s = £1. Como apresentado por Al Bastami, Beli¢ e Petrovié¢ [1], observamos que
du _ dud:
de  dzdx
Pu_duds P (i)’
de?  dzdax?  dz?2 \dz) ’
Levando estas expressoes para (15), obtemos:
dz\? d?u d?z dz | du
— | =+ |- — | —+b =0.
(da:) dz? + [da:Q +a(x)dx} dz +blaju
Isto é, podemos reescrever (15) nesta nova varidvel da seguinte maneira:
d*u du
— +2A—+Bu=0 18
A PR (18)
onde
d7z dz
24 = 422 + a(f)% and B = b(x)2
dz dz
(3) (2)

Note que, por (17)

Isto é,

@_’_ ()%_
dx? amdx_

Portanto, A = 0. Isto é, para qualquer equacao de Riccati é possivel escolher B em (4) tal que
A =0em (5). Ademais, com o mesmo argumento é possivel ver que para que A seja igual a zero
é suficiente escolher B em (4) satisfazendo (14). Assim, mostramos que para que A seja igual a
zero é necessario e suficiente escolher B em (4) satisfazendo (14). Desse modo, caso B em (4) nao
satisfaga (14), encontramos A # 0 em (5).

0.

3 Conclusoes

Neste trabalho, analisamos o método de resolucdo de equagoes de Riccati proposto por Al
Bastami, Beli¢ e Petrovié¢ [1].0 método considera dois casos. No primeiro caso, a classe de EDO
de Riccati que podem ser resolvidas coincide com a que ja sao resolvidas pelo método de Chini
com a vantagem de apresentar uma férmula fechada para a solugao da EDO de Ricatti. No
segundo caso, ndo hd a possibilidade alegada pelos autores de escolha arbitréria da funcao B(zx).
A perda deste grau de liberdade néo permite explorar a conexao da equagao (12) com a equagéo
de Schrodinger, na Mecanica Quéantica, para potenciais para os quais existam solugoes conhecidas
como sugerido pelos autores proponentes do método. Além disso, para qualquer EDO de Riccati
onde P(z)R(x) > 0 é possivel escolher B(z) de modo que a EDO resultante apds a aplica¢ao do
método proposto em [1] pertenca ao segundo caso por eles tratado.
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