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Resumo Consideramos a equagao da difusao do calor em uma dimensao com coeficiente constante,
na qual a variagdo temporal é simulada pela derivada fracionédria de Riemann-Liouville. A aborda-
gem numérica escolhida é o método das diferencas finitas, aplicando-se trés esquemas baseados nos
métodos cldssicos de Euler, progressivo e regressivo, e no de Crank-Nicolson. As aproximagoes pro-
postas para a derivada de ordem fracionédria empregam a expressdo de Griinwald-Litnikov, conforme
descrito em [5].

Palavras-chave Aproximagao por diferencas finitas, Equacdo da Difusdo Fraciondria, Derivadas
Fracionarias, Operador de Riemann-Liouville

1 Introducao

No século XVII, de forma independente, Leibniz e Newton desenvolveram o calculo diferen-
cial de ordem inteira. Esse topico matemadtico, inspirado pelo estudo de fenémenos que envolvem
o movimento de corpos e sua variagao, se desenvolveu e alcancou suficiente rigor ja no século
XIX. Durante este mesmo periodo, o chamado célculo de ordem nao inteira, ou simplesmente fra-
ciondria, teve origem na correspondéncia trocada em 1695 entre I’'Hopital e Leibniz para caso da
derivada de ordem 1/2. A partir do inicio do Século XIX, muitos autores contribuiram para o
calculo fracionario. Nas ultimas décadas, na pesquisa de distintos modelos, propuseram-se diferen-
tes definicoes para derivadas de ordem fracionaria. Apesar de nao dispormos de uma interpretagao
geométrica com a simplicidade das derivadas inteiras, as derivadas fracionarias permitem a mode-
lagem de problemas que envolvem conceitos de nao-localidade e o efeito de meméria [1].

Neste artigo vamos nos ater a derivada fracionaria de Riemann-Liouville. O texto esta organi-
zado da seguinte forma. Inicialmente explicitamos a definicao da derivada fracionaria de Riemann-
Liouville. Em seguida, apresentamos os esquemas numeéricos de diferencas finitas escolhidos para
aproximar a solucao de uma equacao linear de difusao do calor com derivada temporal fracionaria.
E finalizamos o trabalho ponderando os resultados de um exemplo tratado pelos trés esquemas
numéricos que implementamos.
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2 Derivada Fracionaria segundo Riemann-Liouville

Em 1869, Nikoly Sonin publicou o primeiro trabalho que emprega o operador conhecido como
derivada de Riemann-Liouville. Esse operador é definido em termos da integral fracionaria:

Definigao 2.1. Para « > 0 definem-se as integrais fraciondrias de Riemann-Liouville a esquerda
e a direita para uma fungao f, integrdvel no sentido de Riemann em (a—, a4 ), de ordem « por

1

rily of(t) :==grr Iy _f(t), sendo grpI}, f(t):= im/t i[;t(s —1)]* 1 f(s)ds (1)

onde denota-se por I'(-) a fun¢ao Gama.
A partir das integrais fraciondrias em (1), s@o introduzidas as derivadas fraciondrias:

Definicao 2.2. Sendo a > 0, para uma dada funcao f, integrdvel a Riemann em (a_,ay), suas
derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville, a esquerda e a direita, de ordem «, sdo definidas por

(_1)771, dm

D¢ =g Df Dy =t
reDy_ f(t) :=rL DY, _f(t), sendo rpDf,. f(t) T(m —a) ™

/fai[i(s—ﬂ]m“"lf(s)ds ,
' (2)

e m o inteiro positivo que satisfaz m — 1 < a < m, chamado teto inteiro de o .
3 Equacao da Difusao Fracionaria
Escolhidos os parametros K >0 e 0 < a < 1, nesta secao consideramos a equagao da difusao

em uma dimensao com derivada temporal fraciondria no sentido de Riemann-Liouville. Queremos
encontrar u(z,t) tal que

%: r DG, (K?)Q;;) + flz,t), 0<xz<L, t>0 (3a)
w(z,0) =¢(z), 0<z<L (3b)
u(0,t) =1(t), t>0 (3c)
u(L,t)=r(t), t>0. (3d)

onde ¢(x), I(t) e r(t) sdo fungdes continuas. Se a — 0, podemos pensar que, em algum sentido,
(3a) se reduz & equagdo classica de difusao.

3.1 Procedimentos Numéricos

Efetuamos uma abordagem numérica de (3) via método das diferengas finitas, sendo aplicados
os esquemas baseados nos de Euler progressivo, regressivo e no de Crank-Nicolson [2]. A malha
computacional no dominio de (3a) é definida por z; :=iAx =¢h, ¢=0,1,2,...,M, L= MAx,
t, :=nAt=nk, n=0,1,2,...,N, T = NAt. Nos pontos (z;,t,) da malha denotamos u(x;, t,)
por U, utilizando para a primeira derivada temporal os esquemas numéricos (de ordem igual a 1)
com as diferencas progressivas e regressivas no tempo e para a derivada segunda espacial tomamos
em (3a) as diferengas centradas (ordem igual a 2) [4].

A derivada fraciondria de Griilnwald-Letnikov para uma funcao suficientemente regular u(t) é
equivalente & sua derivada fraciondria no sentido de Riemann-Liouville [3]. A partir da defini¢ao
da derivada fracionéria de Griinwald-Letnikov chegamos a
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ou(t) 1 < k(&
w0 = g S ulta) ()

k=0

A expressao (4) é uma aproximagao linear (de ordem 1) para qualquer « > 0. Contudo, para
1 < a < 2, ela pode gerar esquemas numéricos instéveis [6].
Ap6s aplicar os esquemas definidos na Secao 3.1, o método do tipo Euler progressivo é:

Uttt = Ul 4 r Z WUPE =20 + UPF) + Atfr, (5)

com 7 := Afx;a e w(k) = (—1)%(7). Para 1 <i < M — 1, a forma matricial para (5) é
untt = U™ + Z (AU™* + C™7F) + Atf™, (6)

onde £ = (o, f3,..., fu ), U™ = (UP,Up, ..., UL ) Gk = (rUF*,0,...,0,7 U )",

—2r r 0o ... 0
r  =2r r

A=1 9 0

r —2r r
0 0 r  —=2r

O método tipo Euler regressivo é
ur =0t +r Y w(k) (U =207 F + UML) + Atf], (7)
k=0

com r e w(k) definidos como no método tipo Euler progressivo. Para 1 < ¢ < M — 1, a equagao
(7) pode ser reescrita na forma matricial como

L 1+Z ) (AUmF 4 ek A, ®)

As Figuras 1(a)-(c) e 2(a)-(c), exibem a dependéncia dos valores calculados com relagao aos
nés nos trés primeiros niveis para o método tipo Euler progressivo e o tipo Euler regressivo,
respectivamente. O esténcil formado pelas arestas vermelhas mostra os valores que precisam ser
conhecidos para o cédlculo do né i no passo n. Esta visualizacdo comprova o efeito de memoria
quando utilizamos a derivada fraciondria.

O método tipo Crank-Nicolson pode ser construido neste contexto a partir dos métodos tipo
Euler progressivo e regressivo, seguindo o caminho do caso cléssico:

1

n+1 __ n
vt =Uns 2Ate— 1

n n+1
) (D20 4 Q2 k)+At<fi _ ) (9)

onde 92U denota a aproximagao central para a derivada segunda. Para 1 <i < M — 1, a equagdo
(9) fica, na forma matricial,
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U™t = U™ 4+ w(k) (BUM* 4+ Cnh o U IR 4 o R) 4 ArgmE (10)
k=0

n n+1
sendo f""‘% = % e

—r 0,5r 0 0
0,50 —r 0,57
B:=1 0
0,50 —r 0,57
0 0 0,57 —r

i—1 i i+1

i—1 i i+1

i—1 i i+1

(¢) nivel n=3

Figura 1: Visualizagdo do esténcil representativo (em vermelho), esquema da aproximagao do
método tipo Euler progressivo no (a) nivel n=1, (b) nivel n=2 e (c) nivel n=3.
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i—1 i i+1

i—1 i i+1

i—1 i i+1

(c) nivel n=3

Figura 2: Visualizagdo do esténcil representativo (em vermelho), esquema da aproximacao do
método tipo Euler regressivo no (a) nivel n=1, (b) nivel n=2 e (c) nivel n=3.

4 Resultados Numéricos

Nesta segao comparamos as solugoes aproximadas propostas pelos trés métodos para o problema
(3a)-(3d) com a correspondente solucao analitica. A funcio u(x,t) = t15 exp(r(r—a)) é a solugao
encontrada para o problema (3), relativa ao dominio (z,t) € [0, 1] x [0, 1], estando os dados usados
descritos a seguir.

o f(x,t)= (1, 5¢0:5 — 71'271,{2%’3)0[)151’5’0‘) exp(m(z — a));

o ¢(x)=0; I(t)=tPexp(—7ma); r(t) =t exp(n(l—a)).

Os primeiros testes foram efetuados com o método tipo Euler progressivo (6). A Tabela 1
apresenta os resultados encontrados para o erro na norma L? com At = 1/40000 fixado e variando
o numero de passos na varidvel espacial, como também a ordem da derivada fracionaria. Os

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0355 010355-5 © 2021 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0355

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

resultados numéricos obtidos sugerem nao somente uma dependéncia entre At e Ax — como é
encontrado no caso do método classico de Euler progressivo — mas também uma dependéncia
relativa & ordem da derivada fraciondria, o que se pode esperar a partir da Teoria dos Operadores.

Tabela 1: Erro na norma L? do método tipo Euler progressivo com At = 1/40000.

M| «a=01 a=0,2 a=0,3 =04 | a=0,5
10 | 2,8564 x 1072 | 2,0960 x 1072 | 1,5387 x 1072 | 1,1299 x 10~2 | NaN
20 | 7,1664 x 1073 | 5,2543 x 1073 | 3,8541 x 103 NaN NaN
30 | 3,1813 x 1073 | 2,3294 x 1073 NaN NaN NaN
40 | 1,7848 x 1073 | 1,3044 x 1073 NaN NaN NaN
50 | 1,1382 x 1073 NAN NaN NaN NaN

Os resultados da Tabela 1 motivam a busca por outro esquema na abordagem do problema (3),
visto que, mesmo tomando valores na ordem de 10~° para At, ndo foi obtida convergéncia para
valores de a maiores ou igual a 0,5. O método tipo Euler regressivo apresentou-se neste sentido
como uma escolha adequada, conforme os testes descritos a seguir.

Os resultados mostrados na Tabela 2 podem ser considerados muito bons, com base na veri-
ficacdio da ordem calculada pela norma L?, visto que estes se equiparam aos do método de Euler
regressivo cldssico [4], quando aplicados & equacdo de difusdo de ordem inteira.

O efeito de memoéria das derivadas fracionarias justifica escolhas reduzidas do nimero de passos
na varidvel temporal, visto que, no problema abordado (3), a derivada fraciondria atua na varidvel
temporal e sua aproximagao numérica é dada por (4), que possui um somatério dependente do
numero de passos na variavel temporal.

Tabela 2: Erro na norma L? do método tipo Euler regressivo, Az = 1/1000

N a=0,2 ordem a=0,5 ordem a=0,8 ‘ ordem

8 | 3,2701 x 102 4,0344 x 102 2,5335 x 102

16 | 1,6365 x 1072 | 0,9987 | 2,0271 x 10~2 | 0,9929 | 1,2959 x 102 | 0,9672
32 | 8,1665 x 103 | 1,0008 | 1,0148 x 10~2 | 0,9956 | 6,5703 x 10~ | 0,9736
64 | 4,0723 x 1073 | 1,0018 | 5,0717 x 10=3 | 0,9973 | 3,3127 x 10~3 | 0,9784
128 | 2,0305 x 1073 | 1,0024 | 2,5333 x 103 | 0,9983 | 1,6645 x 10~3 | 0,9820

No caso cléssico, a abordagem via método tipo Crank-Nicolson se justifica por gerar apro-
ximagoes melhores com relagao ao método tipo Euler regressivo, o que possibilitaria uma liberdade
maior na escolha do niimero de passos para as varidveis temporal e espaciais. No entanto, obser-
vamos que, para as aproximagoes calculadas pelo método tipo Crank-Nicolson na Tabela 3, com
os mesmos parametros utilizados no estudo do método tipo Euler regressivo, esta melhoria nao foi
encontrada na ordem de convergéncia calculada. Esta influéncia da derivada fracionéria no método
tipo Crank-Nicolson também foi relatada em [5], p.146.

5 Conclusoes

Os testes computacionais apresentados neste trabalho sugerem que o método tipo Euler pro-
gressivo é condicionalmente estavel e que essa condigao para estabilidade relaciona At, Az e «.
Contudo, a necessidade de escolher valores muito pequenos para At demanda um acréscimo signi-
ficativo no tempo de processamento do cédigo e também no uso da memoria requerida, o que pode
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Tabela 3: Erro na norma L? do método tipo Crank-Nicolson, Az = 1/1000

N ‘ a=0,2 ordem a=0,5 ordem a=0,8 ‘ ordem

8 | 5,2346 x 102 4,9025 x 102 2,9113 x 102

16 | 2,6130 x 1072 | 1,0024 | 2,4839 x 102 | 0,9815 | 1,4864 x 10~2 | 0,9698
32 | 1,3028 x 1072 | 1,0032 | 1,2435 x 10~2 | 0,9896 | 7,5282 x 10~3 | 0,9756
64 | 6,4972 x 1073 | 1,0034 | 6,2159 x 10~ | 0,9932 | 3,7929 x 10~3 | 0,9801
128 | 3,2416 x 1073 | 1,0033 | 3,1056 x 10=3 | 0,9951 | 1,9049 x 10~3 | 0,9835

inviabilizar seu uso. O método tipo Euler regressivo gerou resultados computacionais muito satis-
fatorios e compativeis com os do método de Euler regressivo classico quando aplicado na equagao
de ordem inteira.

A abordagem pelo método tipo Crank-Nicolson, assim como no método tipo Euler regressivo,
produziu aproximacoes que indicam serem ambos esquemas incondicionalmente estaveis. Toda-
via, os resultados pelo método tipo Crank-Nicolson sao compativeis com aqueles apresentados na
literatura [5], mas ndo como no método cldssico.

Dando continuidade a este trabalho, a andalise tedrica da estabilidade dos trés métodos serd
desenvolvida e outras aproximacoes para a derivada fraciondria que possibilitem melhores desem-
penhos no método tipo Crank-Nicolson serdao propostas.

Referéncias

[1] Camargo, R. F. & Oliveira, E. C. Cdlculo Fraciondrio, 1* ed. Liv. da Fisica, Sdo Paulo, 2015.
[2] Cunha, M. Cristina C. Métodos Numéricos, 2% ed. Ed. Unicamp, Campinas, 2010.

[3] Diethelm, K., Baleanu, D. & Scalas, M. Fractional Calculus: Models and Numerical Methods,
274 ed. World Scientific, 5 Toh Tuck Link, 2012.

[4] LeVeque, R. J. Finite difference methods for ordinary and partial differential equations: steady-
state and time-dependent problems. SIAM, Philadelphia, 2007.

[5] Li, C. & Zeng, F. Numerical methods for fractional calculus, 15 ed. Chapman and Hall/CRC,
Boca Raton, 2015.

[6] Meerschaert, M. M. & Tadjeran, C. Finite difference approximations for fractional advec-
tion—dispersion flow equations, J. Comp. Appl. Math. 172:65-77, 2004.

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0355 010355-7 © 2021 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0355

