
Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Modelo para a dinâmica do HIV com mutação
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Resumo. Este trabalho apresenta um modelo de equações diferenciais e integro-diferenciais para a
dinâmica da infecção pelo v́ırus da imunodeficiência adquirida (HIV). Tais modelos levam em conta
os processos de mutação que o v́ırus sofre depois de adentrar o sistema imunológico. O objetivo é
acompanhar a evolução da dinâmica do v́ırus no sistema imunológico, uma vez que células de defesa
(CTL) são recrutadas para combater exclusivamente cada uma das mutações. Como essas células
não estarão dispońıveis para combater diferentes cepas, é muito importante entender e modelar a
evolução das cepas a fim de prevenir o colapso do sistema imunológico.
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1 Introdução

Pela sua agressividade e pela forma com que ataca o organismo e elimina suas defesas, o v́ırus
da imunodeficiência adquirida (HIV) vem intrigando cientistas desde a década de 80. Existe desde
então um crescente interesse por modelos matemáticos para a dinâmica do v́ırus [2, 19]. Neste
trabalho, estudamos sistemas diferenciais e ı́ntegro-diferenciais que modelam a dinâmica do HIV
no organismo humano, considerando a possibilidade de mutação. A validação é feita por meio de
experimentos numéricos.

Pioneiros na área, Nowak e Bangham descreveram a dinâmica do HIV no organismo humano
por meio de uma série de modelos de equações diferencias, considerando a interação do v́ırus com
as células sadias e infectadas [19]. Os modelos foram expandidos posteriormente, introduzindo
as células de defesa do organismo e, mais adiante, a mutação do v́ırus. A evolução pode ser
constatada em [1,11,20,29]. Mais recentemente, o controle dos ńıveis de medicação foi incorporado
a um modelo que contempla as interações entre o sistema imunológico e o HIV [22]. por ser o HIV
um v́ırus de RNA altamente mutante, o presente trabalho incorpora a mutação do v́ırus a esse
modelo. Consideramos ainda os resultados de Frid et al. [10], que utilizam um sistema ı́ntegro-
diferencial cont́ınuo para modelar um sistema de quase-espécies produzidas por mutações sucessivas
do v́ırus. É com base nesse paradigma que este trabalho propõe um modelo integro-diferencial para
a dinâmica do HIV no organismo humano.
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2 Modelagem da dinâmica no corpo humano

Primeiramente, considera-se o modelo de Pastore et al. [22]:
ẋ = λx − µxx− βvxv
ẏ = βvxv − µyy − pyyza
v̇ = kvµyy − µvv
ż = λz − µzz − βzzy
ża = βzzy − µzza

(1)

Nas equações acima, a variável x representa células suscet́ıveis, com as quais o HIV pode se
conectar. A variável y representa as células já conectadas ao HIV (infectadas). Usa-se v para
representar o v́ırus livre presente no corpo e emprega-se a variável z para descrever a população
de células T assassinas. Finalmente, a variável za representa a população de células CTL ativadas
para combater as células infectadas, respondendo com anticorpos [6].

No sistema de equações em (1), µx é a taxa de mortalidade de células suscet́ıveis; µy a taxa
de mortalidade de células infectadas; µv a taxa mortalidade do v́ırus; µz a taxa mortalidade de
células CTL; kv é o número médio de v́ırus livres liberados por uma célula infectada; βz a taxa de
ativação da resposta imune; βv a taxa de infecção pelo v́ırus; py a taxa de destruição de células
infectadas; λx a taxa de fornecimento de células suscet́ıveis; e λz a taxa de fornecimento de células
CTL. O modelo não considera o controle da medicação. Ao se introduzir a ideia de que uma
certa quantidade de diferentes tipos de v́ırus pode afetar o organismo, considera-se que βi é a taxa
de infecção pelo v́ırus do tipo i ∈ {1, . . . , n}. Assim, o modelo proposto simula, através de um
operador integral, o processo de mutação viral.

3 O modelo integro-diferencial

O modelo com mutação pode ser escrito na forma integro-diferencial:
ẋ = λx − µxx− x

∫
βvvmdm

˙ym = βvxvm − µyym − pyymzam
˙vm = kv[(1− θ)ym + θK[y](m)]− µvvm
ż = λz − µzz − βzz

∫
ymdm

˙zam = βzzym − µzzam

(2)

sendo θ ∈ [0, 1] a probabilidade de mutação. As variáveis ym, vm e zam dependem do tempo t e
do tipo de v́ırus m ∈ Ω, espaço de mutação do v́ırus. Considera-se que Ω é uma espaço de medida
σ-finita. Definimos o operador de mutação como o operador integral

K[y](m) =

∫
Ω

K(m,m
′
) y(m

′
) dm

′
, (3)

responsável pelo surgimento da mutação.
Desta forma, considerando-se que exista inicialmente um único tipo de v́ırus, o operador (3)

fará com que surjam novos tipos de v́ırus, através da mutação do RNA do v́ırus no interior da
célula infectada, desde que se considere o núcleo do operador positivo e pertencente a L1(Ω× Ω).
Observe que θ é a probabilidade de mutação e que θ = 0 reproduz o sistema original sem mutação.

3.1 Resultados para o modelo com mutação

A partir das condições iniciais em [22] e utilizando os parâmetros encontrados em [3,22], simu-
lamos a dinâmica do HIV no corpo humano por um peŕıodo de aproximadamente um ano. Assim,

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

DOI: 10.5540/03.2021.008.01.0446 010446-2 © 2021 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0446


3

Figura 1: Função βv.
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. A Figura 1 apresenta a função βv utilizada nas

simulações. Na Figura 2, vemos a seguinte sequência de soluções: população x (células suscet́ıveis);
população z (células T assassinas);

∫
ym (soma de todas as células já conectadas ao HIV ou in-

fectadas); uma visão global de ym;
∫
zam (acumulado da população de células CTL ativadas para

combater as células infectadas), visão global de zam; população de v́ırus livre;
∫
vm acumulado;

e a visão global de vm. As discretizações usadas para as simulações numéricas foram baseadas
em [21]. Nota-se que o modelo aqui apresentado representa bem a dinâmica da infecção intracelu-
lar estando de acordo com os resultados encontrados em Arruda et al. [1], sem mutação. As células
TCD 4 mantém um padrão normal considerando-se um paciente infectado sem tratamento com
retro-terapia, enquanto que as células de defesa CTL caem bruscamente. Já a soma das células de
defesa ativadas para o HIV crescem em grande escala conforme o v́ırus sofre mutação. Padrão este
que é mantido durante a simulação. Observe que as cepas mais prevalentes ao longo do peŕıodo
são aquelas com maiores valores de βm. Isso significa que as cepas que mais se reproduzem tendem
a ser dominantes.

4 Conclusões

Uma vantagem desse modelo é que se pode observar o comportamento da infecção dependendo
da mutação do v́ırus. Ainda se observa uma posśıvel saturação do sistema imunológico por conta
da quantidade de tipos diferentes de mutação. O surgimento de células de defesa CTL especificas
para cada tipo de mutação gera uma grande quantidade de células de defesas ativadas para o HIV,
o que pode levar o organismo a ficar indefeso ao ataque de outras infecções, já que estará voltado ao
combate a várias cepas do HIV. O modelo permite assim uma importante análise sobre a saturação
do sistema imunológico quando o indiv́ıduo portador do HIV passa muitos anos sem tratamento.

O próximo passo do trabalho será a introdução da terapia retro-viral como mecanismo de
controle do HIV, com vistas à observação do efeito da mutação no tratamento da doença.
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Figura 2: Resultado das simulações
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