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Resumo. O objetivo deste trabalho é propor um modelo matemaético fuzzy baseado no modelo de
Loladze, no qual se modela o crescimento de seres procariontes e eucariontes. Estudamos o equilibrio
de dois processos fundamentais, (i) a sintese de proteina e(ii) sintese de rRNA (ribossoémico) de orga-
nismos procariontes em que o resultado é um atrator bioquimico estavel que produz homeostatica-
mente uma dada proporcdo de proteina. Inicialmente, encontramos a solucéo fuzzy para o modelo
proposto por Loladze, em que a taxa de proteina por unidade de massa foi considerada fuzzy, pois
na decomposicao biomolecular alguns parametros sofrem variagdo com pequenas variagoes de tem-
peratura. Por fim, foi determinada a solugdo interativa fuzzy que correlaciona a taxa de proteina
por unidade de massa e a taxa de sintese de rRNA por unidade de massa proteica.

Palavras-chave. Seres Eucariontes, Niimeros Fuzzy Interativos, Principio de Extensao de Zadeh,
Biomatematica.

1 Introducao

A célula é definida como a unidade bésica estrutural e funcional de todos os organismos vivos,
unidade esta que pode se reproduzir. As células podem ser classificadas em dois grupos: procari-
ontes ou eucariontes. A principal diferenga entre ambos é a existéncia ou ndo de uma organela que
contém o DNA da célula. Quando esta estrutura estd presente, diz-se que a célula possui nicleo e
que, portanto, é uma célula eucaridtica. Caso contrario, a célula é procaridtica [2].

Neste trabalho faremos um estudo sobre o ser procarionte Escherichia coli que de acordo
com [9] é um bacilo gram-negativo, anaerdbico facultativo, predominante na microbiota normal
do intestino humano e de outros animais. As cepas de F.coli presentes nas infecgoes intestinais
sao denominadas de E.coli diarreiogénicas (DEC) e sua classificagao se dé através de soros grupos
O e O:H. As DEC séo classificadas em seis categorias: E.coli enteropatogénica (EPEC), E.coli
enterotoxigénica (ETEC), E.coli entero-hemorragica (EHEC), E.coli enteroinvasora (EIEC), E.coli
enteroagregativa (EAEC) e a E.coli que adere difusamente (DAEC).

No presente estudo, estamos propondo um modelo matemdtico fuzzy baseado em [7], relacio-
nando os parametros de crescimento de massa proteica 7y e de massa de rRNA ) via interatividade
devido a decomposicao biomolecular existente entre estes parametros, trazemos a solucao fuzzy do
modelo via extensdo de Zadeh e a solucao interativa fuzzy para o crescimento da E.coli a partir
dos dados fornecidos em [7].
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2 Modelo

O modelo descrito por Loladze [7], estuda o crescimento de seres procariontes e eucariontes e
busca encontrar o equilibrio deste crescimento. Para o modelo, supomos nas condicoes ideais, que
as células dos organismos procariontes e eucariontes cresgem exponencialmente.

Denotando por m a massa de todas as proteinas e por r a massa de todos rRNAs, expressamos
a sintese de proteina por Cfi—’? = vym e a sintese total de rRNA por % = ¢r , onde y e 1 sao
respectivamente a taxa de sintese de proteina por unidade de massa e a taxa de sintese de proteina
de rRNA por unidade de massa proteica.

Para o estudo do crescimento dos seres eucariontes e procariontes, calculamos a proporcao de
proteina por rRNA, a qual pode ser escrita por 8 = 7%, onde m e r crescem exponencialmente e a
razao " é governada pela seguinte equagao diferencial:

dp 2
o = v (1)

Ao resolver a equagao % = 0, encontra-se um equilibrio assintoticamente estavel para (.
Observa-se ainda que isto independe da condigao inicial e 8 tende a um valor tnico.
Ressalta-se que, quando a massa proteica e a massa de TRNA estao na proporgao 8 = 7* , as

novas substancias sintetizadas estao na mesma propor¢ao da biomassa existente e isto equivale a
um crescimento equilibrado.

2.1 Decomposicao em Componentes Biomoleculares

Nesta segao, apresentamos os componentes biomoleculares dos parametros «y e :
lo-Comprimento de aminoécido de RNA polimerase aapol ~';
l,-Comprimento de um rRNA em um ribossomo ntrib=!;
mq-Média das massas de aminodcidos nas cadeias peptidicas Daaa™!;
m,-Média das massas dos ribonucleicos Dant™";
04-Taxa de alongamento peptidico aas™1rib=!;
o,-Taxa de nascimento de rRN nts~'pol~!;
¢q- Fracdo de ribossomos que sdo ativamente traduzidos mgmg™!;
¢.- Fracdo total de proteinas de RNA polimerase ativamente traduzida mgmg~".
De acordo com [7], para o parametro v, um ribossomo ativo (isto é, aquele que estd ligado a
uma cadeia peptidica crescente) sintetiza proteinas a uma taxa igual & taxa do alongamento da
cadeia peptidica (o,) vezes a massa média de um residuo de um aminodcido (m,), isto é, o,my.
J4 a massa de rRNA em um ribossomo ¢ igual & massa média de um ribonucleico (m,.) vezes o
comprimento de rRNA denotado por [, que mede um ribonucleico, ou seja, m,l,.
Desta forma, a taxa de sintese de proteina por unidade de rRNA é dada por
multiplicando esta fragao de ribossomo ativamente traduzido por ¢,., obtemos:

Agora,

agam
l

rbr

0qMg,

v=9

(2)

Para determinarmos 1, notamos que um RNA ativo na polimerase sintetiza o TRNA a uma
taxa igual ao raio de alongamento o, inicial vezes m,., isto é, o,m,. A massa de RNA polimerase
é o produto de seu comprimento (I,) por mg, isto é, myl,. Portanto, a taxa de sintese de rRNA

a
Myl

por unidade de RNA polimerase é dada pela razao Z¢7=. Assim, multiplicando a fragao por ¢,
obtemos:
Or My
= . 3
v =0, 20 3)
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Observamos que, pelas equagoes (2) e (3) podemos obter a seguinte relagio entre as taxas de
crescimento do seres procariontes e eucariontes:

¢= ] (4)

em que ¢y = r9rfada

rla

3 Solucao Analitica

Nesta segao, apresentamos a solugao deterministica do modelo.
Para K e ¢ constantes reais, a solucao da equagao (1) é dada por:

¥ 1
= —_ . 5
B(t) 1/w+(K+cw)ewﬁt—%\/§ (5)

Para a representagao grafica da solugao deterministica, utilizamos os valores das tabelas 1 e 2
do artigo [7], onde encontramos os valores dos componentes biomoleculares que compoem as taxas
de crescimento (v e 1) da bactéria E.Coli a 37°C, 1,=3400 aapol !, 1,=4560 ntrib=1, m,=110
Daaa™', m,=340 Dant™', 0,=21 aas~'rib=1, 0,=85 nts 'pol !, ¢,=0.80 mgmg~! e ¢,=0.0020
mgmg~*.

Agora, substituindo os valores acima nas equagoes (2) e (3), obtemos os respectivos valores
para as taxas de crescimento da E.Coli:

v =0,0012 e ¥ =0,657. (6)
O grafico da solugao deterministica, representado pela Figura 1, foi gerado para os valores de
K=1lec=-1.
3.1 Solugao fuzzy

A ideia para o estudo da solugao fuzzy parte do principio que alguns dos componentes biomo-
leculares, como por exemplo ¢ e ¢, na polimerase sofrem alteracoes no crescimento com pequenas
variagoes de temperatura ( [6]).

O grafico da solugao fuzzy via principio de extensao de Zadeh, quando consideramos o parametro
~ dado por:

~ = (0.001199 0.0012 0.001201), (7)
pode ser vizualizado na Figura 2. Observe ainda que, na simulagao, utilizamos os valores oriundos

da decomposicao biomolecular de cada taxa de crescimento.

3.2 Interatividade entre ntimeros fuzzy
Nesta secao, apresentamos os conceitos introdutérios sobre a interatividade entre nimeros fuzzy.

Definigao 1. Uma distribuicao de possibilidade sobre R™ é um conjunto fuzzy C de R™ com fungdo
de pertinéncia pi, : R — [0, 1] satisfazendo p.(zo) =1 para algum xy € R™.
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Figura 1: Gréfico da Solugao Deterministica
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Figura 2: O Grafico da Solugao Fuzzy

A familia das distribuigdes de possibilidade de R™ sera denotada por F.(R"™).

Definicao 2. Considere Ay,..., A, € E(R) entao C € F.(R™) é chamada uma distribuicdo de

possibilidade conjunta se mRax#‘pc(:cl, ey @) = po, (x;). Além disso, Ay, ..., A, sao chamados as
z; R, 77

distribuicoes marginais de C'.

Neste caso,
:u‘c(zla axn) < min(ﬂAl (x1)7"'7/’[’An (‘Tn)) € [C]a c [Al]a X X [An]a.
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Definigao 3. Dois nimeros fuzzy A e B sdo ditos ndo interativos se, e somente se, sua distribui¢do
de possibilidade conjunta C' for dada por
pe(@,y) = min{p, (x), py (2)}-

Caso contrdrio, sao ditos interativos.
Para numeros fuzzy nao interativos temos:

[C]* = [A]* x [B]*,
para todo x € R™, y € R™ e todo o € [0, 1].

Definicdo 4. Sejam f : R® — R¥ wma funcdo, Ay, ..., A, nimeros fuzzy interativos com dis-
tribuicdo de possibilidade conjunta C. A extensio de f aplicada a (Ai,...,Ay) sequndo C € o
subcongunto fuzzy f. (A1, ..., An) cuja funcao de pertinéncia € definida por

sup pe(pa, (1), o pia, (T0)), se fHy) #0
(x1,..xn)EF1(Y)
Hf o (AryesAn) (Y) =

, ose fTHy) =0,

onde [~ (y) = {(z1, ... xn) : flz1, .., 2n) =y}

Com relagao ao principio de extensao segundo C ( [1]), temos:

Proposigcao 3.1. Sejam A, ..., A, numeros fuzzy, C' wma distribuicdo de possibilidade conjunta
com distribui¢ées marginais Ay, ..., A, e f: R™ — R uma funcdo continua. Entdo

[fe(Ar, ..., An)]* = f([C]?),
para todo o € [0,1]. Além disso, f. (A1, Aa, ..., Ay) € sempre um nimero fuzzy.

Definigao 5. Sejam f : X — Y, X, Y C R wma fung¢do mondtona injetora e A, B € E(R)
numeros fuzzy. Dizemos que A e B sdo correlacionados sequndo a funcdo f ou f-correlacionados,
se sua distribui¢do de possibilidade conjunta C é dada por:

He (.I, y) = M, (Z)X{y=f(x)} (a:, y) = Mg (y)X{y=f(:c)}(x, y) (8)
onde,
1 s y= ()
Xy=f(@} (2, y) =
0 se y#I)

¢ a fungdo caracteristica da curva v(x) = (z, f(x)).

Neste caso, temos:
[B]a = f([A]a)v Va € [07 1}7

fp(x) = py (fH(2)), Vo € Rse [A]* = [af, a5],
[c1 = 2 pe(w,y) > a}
1 () Xpy—p oy (2, y) > @}
)t (@) = o}
x)) :x € [af, ad]}.
Quando f(x) =< +r, com x > 0 e g # 0, os niimeros fuzzy A e B sdo chamados hiperbolica-
mente correlacionados ( [3]).

Il
S N
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3.3 Solugao Interativa Fuzzy para o Modelo

De acordo com [8] et al, os modelos matematicos para fenémenos biolégicos contém incertezas,
tanto nas suas variaveis de estado quanto nos parametros das equacoes dos modelos.

Neste trabalho, estamos propondo um estudo através de interatividade para o modelo (1), onde
as varidaveis sao hiperbolicamente correlacionadas e para a obtencao dos resultados utilizamos os
dados encontrados em [7].

A solugéo interativa fuzzy do modelo (1), onde 7 e 7 s@o hiperbolicamente correlacionados, é
descrita abaixo:

Para a equagdo do modelo (1), v é modelado pelo nimero fuzzy triangular:

~v = (0.001199 0.0012 0.001201). 9)

Ou, equivalentemente,

[y]* = [0.00001cr 4 0.001199, 0.00129c — 0.001201], « € [0, 1]. (10)

Pela equagdo (3), a taxa de crescimento dos TRNA pode ser representada pelo seguinte niimero
fuzzy:

Cc1 C1
0.00129 — 0.00009c.” 0.000001c + 0.001199

[W1* =1 J: (11)

Agora, aplicando os conceitos encontrados em [4] e [5], obtemos a distribui¢do de possibilidade
conjunta [J]* entre os pardmetros v e 1:

pa (1, 9) = py (N X y=1)3 (7, 9)- (12)

Segue que a solugao interativa fuzzy, em que os parametros y e ¥ sao hiperbolicamente correlaci-
onados, dada por:

(B9 = B = (3r3:9)  (19) €I} = o = Cq); RN

1
2 v
4 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos a solucao fuzzy do modelo deterministico, via principio de ex-
tensao de Zadeh da solugao deterministica. Desta forma, consideramos a taxa de crescimento das
massas de proteina de organismos procariontes fuzzy (v) devido decomposicdo dos componentes
biomoleculares que sofrem variacdo quando nao estdo na condicio ideal de 37°C.

Ao propormos a solugao fuzzy do modelo deterministico (1), temos um resultado mais realista,
visto que, o crescimento da bactéria E.coli dificilmente se d4 em condigao ideais. Ao modelarmos
as variaveis do parametro «y, usando légica fuzzy, contemplamos uma faixa de solugoes que reflete
estas possiveis variagoes e, por fim, obtivemos a solugao interativa fuzzy que correlaciona fuzzy
hiperbolicamente as taxas das massas de proteina e dos rRNA de organismos procariontes e pode
nos auxiliar futuramente no calculo do indice de correlagao entre estas taxas.
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