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Resumo. Neste trabalho, é descrita uma atividade didatica que engloba conhecimentos de
Geometria Analitica, Calculo Diferencial e Integral, habilidades manuais e tecnologias in-
forméticas para obtencao de modelos fisicos que representam superficies quadricas. Propoe-
se, primeiramente, utilizar recursos computacionais do software GeoGebra para estabelecer
véarias curvas de nivel de uma superficie quddrica, e na sequéncia estas curvas serao usadas
para delimitar a elaboracao de moldes concretos para construgao de tais superficies, com
emprego da técnica artesanal de papietagem. Em especial, foi ilustrada a construcao de um
paraboldide eliptico.

Palavras-chave. GeoGebra, Superficies Quéadricas, Ensino de Matematica, Curvas de
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1 Introducao

Em virtude da crescente necessidade de se avaliar e renovar os recursos de ensino
utilizados em sala de aula, propoe-se neste trabalho apresentar um texto que explique como
confeccionar materiais de apoio (modelos concretos) que representem superficies quadricas.
Para por em pratica esta ideia, serao aqui integrados conhecimentos matematicos, recursos
tecnoldgicos (software GeoGebra), habilidades manuais e a técnica de papietagem [4].
Além disso, quer-se com este texto organizar uma atividade que possa guiar e estimular
um trabalho a ser efetuado em equipe, promovendo também a integracao entre académicos,
uma vez que saber trabalhar em grupo e lidar com imprevistos sao habilidades a serem
desenvolvidas no ambito universitario.

As superficies quadricas sao tépicos de estudo nas disciplinas de Geometria Analitica e
de Célculo Diferencial e Integral (vérias varidveis) do ensino superior, sendo que sdo mode-
ladas por polinémios de segundo grau de no maximo trés varidveis, cujas segoes planares
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sao conicas. Dentre as superficies quadricas (nao degeneradas) mais conhecidas cita-se
os elipséides, hiperboldides de uma folha, hiperboldides de duas folhas, cones elipticos,
paraboldides elipticos e paraboléides hiperbdlicos [1,2]. Nas Tabelas 1 e 2 estao elenca-
das as equacoes e os respectivos esbocos graficos que representam as referidas superficies
quédricas (centradas na origem dos eixos coordenados).

Tabela 1: Hiperboldides e Elipséide

Hiperboldide de uma folha Hiperboléide de duas folhas Elipséide
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Tabela 2: Paraboldides e Cone Eliptico
Paraboléide eliptico Paraboléide hiperbdlico Cone eliptico
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A papietagem é uma técnica artesanal em que se utiliza papéis recortados (ou picados),
cola e moldes para a obtencao de esculturas. Neste artigo esta técnica serd empregada
especificamente na construgao de modelos que representam superficies quédricas [3, 4].
A estratégia consiste primeiramente na utilizagdo do software GeoGebra para obtengao
das curvas de nivel que definirao as dimensdes do molde da superficie (a ser construido
com camadas de isopor revestidas com massa acrilica). A técnica de papietagem dard
entdo forma a uma escultura (que neste caso serd uma superficie quadrica) através do
revestimento deste referido molde a partir de papéis recortados, cola branca e massa
acrilica.

O material bésico para confecgao de superficies quédricas pela técnica de papiategem
compreende: folhas de papel oficio, impressora, tesoura, cola de isopor, uma folha de
isopor de % cm de espessura, cortador para isopor, massa acrilica, espatula, lixa de parede
(n® 120), lixa de ferro (n° 36), vaselina em pasta, cola branca, dgua, pedagos de papel

embrulho, pincel macio, tinta acrilica e verniz.
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Na préxima secao, serao especificadas todas as etapas que levam a construcao de um
paraboléide eliptico (superficie quadrica escolhida para exemplificar a aplica¢do da técnica
abordada neste trabalho), desde o esboco das curvas de nivel, elabora¢ao do molde até se
chegar a construcao do modelo concreto da superficie quadrica desejada.

1.1 Parabolodide Eliptico

O paraboléide eliptico modelado pela equacao (1) é uma superficie que nao se estende
para baixo do plano xy e é ilimitada superiormente (ver grafico em Tabela 2). E simétrica
em relagdao aos planos xz e yz, assim como também é simétrica em relacdo ao eixo dos
z. A origem é chamada de vértice, as secOes paralelas ao plano xy sdo elipses, enquanto
que as segoes paralelas aos outros planos coordenados sao pardbolas (razao pela qual é
denominado paraboldide eliptico).

2 2
22%4—2;—2 para a >0 e b>0. (1)
Intersectando-se o grafico do paraboldide eliptico de equacao (1) com o plano horizontal

z = k obtém-se
2 2

x
4=k 2)
que configura uma curva de nivel (linha de contorno bidimensional, neste caso uma elipse)
da superficie quadrica. Uma vez que o molde do paraboldide eliptico a ser construido tera
camadas de folhas de isopor de % cm de espessura, torna-se conveniente admitir k = 7,
para n = 1,2,3, ... (valor final para n vai depender da altura desejada para o paraboldide

eliptico), e assim a equacao (2) fica reescrita na forma:

2 2
x y n
— 4+ % =— para n=1,2,3,... 3
ZtE =g P (3)
e esta constitui a equagado implicita que deve ser levada ao software GeoGebra para que

sejam impressas as curvas de nivel do paraboléide eliptico.

1.1.1 Etapas de Construcao do Paraboléide Eliptico

12 Etapa) Defini¢ao do valor final para n.

Além da escolha para os valores das constantes a e b, ha que se escolher também o valor
final para n, que define a metade da altura (em centimetros) que o paraboldide eliptico
apresentara. Neste trabalho quer-se construir um paraboldide eliptico que apresente a =
3 cm, b = 2 cm com altura aproximada de 8 cm, e para tanto deve-se atribuir n =
1,2,3,...,16. Portanto, deverao ser esbogadas 16 diferentes curvas de nivel (elipses).

22 Etapa) Esboco das curvas de nivel no software GeoGebra.

Tendo-se ja escolhidoa =3 cm,b=2cmen =1,2,3,...,16, o proximo passo é esbocar
através do software GeoGebra duas a duas das 16 curvas de nivel definidas pela equacao (3)
(o tracado conjunto de duas regides consecutivas vai servir de referéncia para a colagem
mais precisa das camadas de isopor do molde em construcao). Na Figura 1 estao trés
prints da tela do software GeoGebra com os esbogos das curvas de nivel da equacao (3):
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um com n =1, outro comn =1en =2 e outro com n =2 e n = 3, sendo que as demais
curvas devem também ser obtidas e impressas (até se chegar a n = 15 e n = 16). Quando
a figura a ser impressa estiver pronta na Janela de Visualizacao do software GeoGebra
basta selecionar: Arquivo/Visualizar Impressao/Escala em Centimetros/Imprimir. Antes
de cada impressao hé que se clicar na Janela de Visualizacdo, pois em caso contrario
a impressao estard associada ao conteido da Janela de Algebra (e serdo impressas as
equagoes ao invés dos esbogos das curvas de nivel).

€7 GeoGebra Classic 5 - o X
Aauio Edtar Exitir Opgles Femamentas Janela Auda ol Opghes Ferramentas Janela Auda Atquivo_Editar Exibir Opges Feramentas Janela Auca
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Figura 1: Curvas de nivel no software GeoGebra

32 Etapa) Molde em camadas de isopor.

Depois que todas as curvas de nivel estiverem impressas em papel oficio, deve-se entao
recortar tais contornos (ver as 16 curvas de nivel recortadas na Figura 2(a)) e cold-los na
folha de isopor (usar cola de isopor). Apdés a secagem da cola, deve-se entdo recortar, com
cortador de isopor, as curvas de nivel seguindo o contorno indicado no papel impresso.
Neste caso especifico serao 16 camadas de isopor, que devem ser empilhadas e coladas
sequencialmente, da maior para a menor area (ver na Figura 2(b) as camadas de isopor
ja coladas).

42 Etapa) Molde com massa acrilica.

Depois que a cola estiver seca entre as camadas de isopor, revestir todo o molde com
trés camadas de massa acrilica (aguardando o tempo de secagem entre uma camada e
outra). Assim que finalizar a aplicacao da tltima camada de massa acrilica, pode-se
umedecer as maos e tentar alisar a superficie do molde (quanto mais lisa estiver a superficie
mais fécil serd o processo de polimento). Depois que a massa acrilica estiver totalmente
seca, promover o polimento do molde, usando primeiramente a lixa de ferro (n° 36) e
depois a lixa de madeira (n® 120). Apds certificar-se de que o molde estd completamente
liso, revesti-lo com vaselina em pasta, deixando-o pronto para a aplicacao da técnica de
papietagem. Na Figura 2(c) pode-se observar o molde ja revestido de massa acrilica, polido
e com vaselina aplicada na superficie.

52 Etapa) Técnica da papietagem.

Para iniciar a efetiva construcdo do paraboldide eliptico através da técnica da papie-
tagem deve-se cobrir o molde com uma primeira camada de papel (recortado ou picado)
umedecido somente com &4gua, e na sequéncia seguir aplicando camadas de pedacinhos
de papel umedecidos com cola branca (recomenda-se dissolver a cola com um pouco de
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(a) Curvas impressas e recortadas (b) Molde em camadas de isopor  (¢) Molde em massa acrilica

Figura 2: Etapas de construcao do molde

agua, 70% de cola e 30% de dgua). Em média sdo necessirias sete camadas de papel,
e entre uma camada e outra de papel aplicar cola branca utilizando um pincel. Tomar
muito cuidado para que nao se formem bolhas entre as camadas consecutivas dos pedacos
de papel colado. Depois que a cola por sobre a 1ltima camada de papel estiver bem seca,
retirar a superficie do molde e, com uma tesoura, remover as sobras de papel (na borda
da superficie). Na Figura 3, observam-se as imagens do revestimento sequencial do molde
através da técnica da papietagem: Figura 3(a) mostra a colagem da primeira camada
de papel por sobre o molde, na Figura 3(b) constam as sete camadas de papel (com a
cola seca) com a superficie j4 formada sendo retirada do molde e na Figura 3(c) tem-se
a superficie totalmente separada do molde, sendo ainda necessario que sejam cortadas as
sobras de papel nas bordas da superficie.

(a) Revestimento do molde (b) Superficie (sete camadas de (c) Molde e superficie separados
papel) sendo retirada do molde

Figura 3: Etapas de construcao da superficie

62 Etapa) Superficie Quadrica.

Aplicar duas camadas de massa acrilica (aguardando tempo de secagem entre uma
aplicacao e outra) por dentro e por fora da superficie, tomando cuidado para que toda parte
de papel que deu corpo a superficie quadrica fique completamente coberta (na aplicagao da
segunda camada pode-se umedecer as maos e tentar alisar a superficie enquanto a massa
acrilica estiver fresca). Assim que a massa acrilica estiver bem seca (aproximadamente
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24 horas), lixar toda a superficie quadrica (com os dois tipos de lixa), pintar com tinta
acrilica e aplicar verniz. Nas Figuras 4 e 5 imagens das etapas finais de construcao do

paraboldide eliptico de equagao
22 2
z = ? + 2—2 (4)

construido de forma a apresentar 8 cm de altura.

(a) Molde e superficie polida (b) Superficie ap6s polimento  (c¢) Superficie pronta para pintura

Figura 4: Superficie polida

(a) Pintura da superficie (b) Molde e superficie (c) Paraboléide eliptico finalizado

Figura 5: Processo final de construgao do paraboldide eliptico

2 Superficies Quadricas em Sala de Aula

Esta proposta serd incluida nos planos de aula da disciplina de Célculo III-A do Curso
de Engenharia Ambiental e Sanitaria da UFSM/Campus de Frederico Westphalen, sendo
que sera abordada a partir da proposicao de um trabalho em equipe, extraclasse (devido
ao tempo necesséario para construgao do molde e da supeficie propriamente dita), em que
cada grupo derevéd contemplar a construgdo de uma das superficies quadricas ilustradas
nas Tabelas 1 e 2 (a escolha da superficie se dara por sorteio entre os grupos de trabalho).

A atividade de construcao dos modelos concretos das superficies quadricas sera en-
caminhada no inicio de cada semestre, uma vez que na referida disciplina as superficies
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quadricas sao abordadas constantemente no estudo das fungées de duas ou mais varidveis,
curvas de nivel, superficies de nivel, derivadas direcionais e gradientes, planos tangentes e
vetores normais, maximos e minimos de fungoes de duas varidveis e nas integrais duplas
e triplas. Assim, é de fundamental importancia que os académicos conhecam e saibam
distinguir as equactes e formas que cada superficie quadrica apresenta, para que entao
possam compreender as tarefas de investigacdo que a disciplina vai demandar ao longo
de todo semestre. E por esta razao € interessante contar com os modelos concretos das
superficies quidricas para manuseio em sala de aula.

Sera solicitado aos grupos de trabalho que facam fotografias e filmagens de todas as
etapas consecutivas de construcdo do modelo concreto da superficie quadrica, para que
ao final do processo apresentem em sala de aula o resultado final. Esperamos que esta
experiéncia em equipe contribua para o aprimoramento das habilidades de socializacao de
conhecimentos, que propicie a troca de experiéncias e que os académicos sejam incentivados
a expor e também ouvir opinides diferentes.

3 Conclusoes

Neste texto foram explicadas as etapas de construcao de um paraboldide eliptico por in-
termédio do software GeoGebra e pela Técnica de Papietagem. Para construcao de outras
superficies quadricas devem ser seguidas as mesmas seis etapas aqui especificadas, contudo
sendo considerada a equagao correpondente & nova superficie escolhida (ver equagoes nas
Tabelas 1 e 2), sendo que consequentemente as curvas de nivel serdao diferentes. Espera-se
que este artigo sirva como um incentivo ao uso de materiais manipuldveis no processo
de ensino e de aprendizagem, tanto das superficies quadricas como também dos demais
conteudos em que elas sdo empregadas, e que a construcao destes materiais concretos pos-
sibilite a realizacao de atividades que explorem todo potencial existente nestes objetos,
para assim promover a efetiva producao de saberes matematicos.
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