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Resumo. Um dos pressupostos para uso de modelos de equagdes estruturais (MEE) é um nimero
suficientemente grande de observagdes para obtengao das estimativas dos parametros, que possibi-
litem aferir a qualidade do modelo e as relagGes entre as varidveis. Essa pesquisa busca desenvolver
uma técnica para determinagao da qualidade de ajustamento de um modelo aos dados, atravéz do
céalculo preditivo de indices de qualidade, obtidos por modelos de regressao nao linear, ajustados
sobre parametros obtidos com o nimero reduzido de observagoes. Para alcangar os objetivos pro-
postos, primeiramente foi estipulado um ntimero minimo de observagoes, usando para isso, a taxa
de convergéncia do algoritmo iterativo que minimiza a variagdo dos pardmetros. A estabilidade dos
pardmetros em relagdo ao nimero de observagdes, possibilitou a aplicagdo da técnica de regressao
nao linear sobre as médias das estimativas dos indices de qualidade. Foram preditos os valores dos
indices de qualidade de ajustamento para valores maiores de observagoes e, os limites dos intervalos
de predigao, calculados pelo método Delta, indicaram baixa varidncia nos resultados obtidos sobre
amostras maiores. Os resultados mostraram que a aplicacao de regressao nao linear sobre as estima-
tivas e, a extrapolacdo do modelo para um nimero de observagoes maiores, determina um horizonte
preditivo com bom grau de confiabilidade e minimo erro, possibilitando determinar o ajustamento
do modelo de equagoes estruturais ao dados, mesmo sendo esses de nimero reduzido.

Palavras-chave. Modelos de Equacoes Estruturais, Regressao Nao Linear, Indices de Qualidade
de Ajustamento

1 Introducao

No uso da modelagem de equagoes estruturais (MEE), nem sempre é possivel ter acesso a um
nimero suficientemente ’grande’ de observagoes que possibilite o calculo dos parametros, pela falta
de convergéncia do algoritmo iterativo, ou a determinacao da qualidade de ajustamento do modelo
aos dados. Avaliar o ajustamento é uma das etapas do processo de aplicagao de MEE e, determina
quao bem o modelo tedrico é capaz de reproduzir a estrutura correlacional das varidveis manifestas
na amostra sob estudo [5]. Com a aplicagdo de modelos de regressdo nao linear, ajustados sobre as
estimativas calculadas sobre uma amostra reduzida de observagoes e, a extrapolacao dos resultados
para além dos dados com calculo das chamadas ’bandas’ de confianca, usando o método Delta,
busca-se determinar um horizonte preditivo, que possibilitard uma avaliagao do comportamento
dos indices de ajuste do modelo para um nimero maior de observagoes, possibilitando a validagao
do modelo aos dados.
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2 Fundamentacao Teérica

2.1 Modelagem de Equacgoes Estruturais

A MEE é capaz de testar relacoes causais entre varidveis. Essas relacbes sdo expressas por
pardmetros que, conforme Chou e Bentler [3] s@o coeficientes de regressao, varidncias e covariancias
das varidveis independentes e indicam a magnitude do efeito que as varidveis apresentam umas
sobre as outras. A resolugao de modelos de equagoes estruturais possui etapas, divididas em grau
de complexidade pré-estabelecidos, que devem ser obedecidas de forma criteriosa. Uma dessas
etapas esta no levantamento dos dados ou tamanho da amostra, e um dos pressupostos sobre os
dados que deve ser validado é a presenca de normalidade multivariada. Uma forma de verificagao
é feita mediante o uso de testes baseados nos coeficientes de assimetria e curtose, como o teste
de Mardia [4], ou a aplicagdo do Teste Monte Carlo de Normalidade Multivariada baseado em
Distancias (TMCNMD) [2] que n&o possui restrigdes quanto ao tamanho da amostra.

A presenga ou nao de normalidade multivariada nos dados do modelo interfere diretamente na
escolha do método de estimacao dos parametros do modelo. Os métodos de estimagao classicos
normalmente empregados em MEE para realizar os ajustes sdo o Minimos Quadrados Generalizados
(GLS — Generalized Least Square) e Maxima Verossimilhanga (ML — Mazimum Likelihood).

Se o pressuposto da normalidade multivariada nao for verificado, os métodos de estimacgao que
nao exigem normalidade, como o método GLS, devem ser usados com parciménia e com cuidado
a certos fatores, como tamanho da amostra e curtose excessiva. Apéds a estimacao dos parametros,
outra etapa fundamental da anélise de um modelo de MEE é a avaliacdo da qualidade do ajuste
do modelo. Essa etapa tem como objetivo determinar o quao bem o modelo teérico é capaz de
reproduzir a estrutura correlacional das variaveis manifestas na amostra sob estudo. A avaliacao do
ajuste do modelo em MEE foi inicialmente enquadrada no processo decisério dicotéomico do teste
de hipdteses. A decisdo de aceitar ou rejeitar a hipdtese de ajuste foi baseada na probabilidade
(p-value) associada ao valor do teste x?, que avalia a discrepancia entre a matriz de covariancia da
amostra original e a matriz de covariancia reproduzida com base no modelo [1].

Alguns indices de qualidade de ajustamento foram criados para substituir o indice qui-quadrado,
destacando-se:

1) Os indices absolutos, relativos & propor¢ao de variancia e covaridncia explicadas apds o pro-
cesso de estimagao, com destaque para o indice GFI (Goodness of Fit Index), definido por:

GFI=1- (ﬁresidual/ﬁtotal) (1)

onde: Uyesidual € @ varidncia residual na matriz de covariancia e ;.14 € a varidncia total na matriz
de covariancia.

2) Os fndices relativos, que trabalham com a légica de comparagiao do x? de modelos indepen-
dentes com o x? do modelo em teste, com destaque para os indices NFI (Normed Fit Index), que
avalia a porcentagem de incremento da qualidade do ajustamento do modelo hipotético (x%ypmodel)
relativamente ao modelo de independéncia total ou modelo de base, e CFI (Comparative Fit In-
dezx), que compara o ajustamento do modelo em estudo (x?) com graus de liberdade (gl) com o
ajustamento do modelo de base (x?) com graus de liberdade (gl;), definidos respectivamente por:

NFI=1- (X}Qlypmodel/xg) (2)
CFI =1— (maz(x* — g1,0)/maz(x; — gls,0)) (3)

3) Os indices de discrepéancia populacional que comparam o ajustamento do modelo obtido com
os momentos amostrais (médias e varidncias amostrais) relativamente ao ajustamento do modelo
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que se obteria com os momentos populacionais (médias e varidncias populacionais) [5]. Um indice
amplamente utilizado é o RMSEA (Root Mean Square Error of Approzimation), definido da forma:

RMSEA = \/Fy/gl (4)

onde Fy = maz(x? — gl/(n —1),0).

2.2 Regressao Nao Linear

A anilise de regressao é uma metodologia estatistica que utiliza a relagdo entre duas ou mais
variaveis quantitativas para que uma varidvel possa ser prevista a partir da outra ou de outras,
servindo a trés propdsitos principais: descri¢ao, controle e predigao.

Modelos de regressao sao usados para descrever o comportamento de uma variavel aleatéria
(v.a.) Y como uma fungao de condicionantes = chamadas de varidveis explicativas, covaridveis
ou estimulos, buscando encontrar e descrever padroes de homogeneidade dentre a heterogeneidade
observada em um conjunto de observagoes de Y [10].

Entre os diversos exemplos de modelos nao lineares, pode-se citar os modelos de Michaelis-
Menten e Exponencial descritos abaixo respectivamente.

Y = (Box/(B1 + 1)) +¢ (5)

YZﬂO(l—efﬁlz)—Fe (6)

Uma das maneiras de se escolher as fungoes é a partir da observacao do grafico dos pontos ta-
belados (gréfico de dispersao) ou baseando-se em fundamentagao tedrica do experimento. Existem
duas classes de métodos para aproximacgao de dados, e a distingao entre elas est4 em considerar, ou
nao, a existéncia de erros nos dados. Quando se leva em consideragao possiveis erros introduzidos
na obtencgao dos dados, o método dos minimos quadrados, que tem por objetivo minimizar uma
funcao definida a partir dos residuos, tem sido o mais usado para ajustamento dos dados ao modelo
de regressao. Uma das formas de avaliar a qualidade do ajuste do modelo em uma regressao é
através do coeficiente de determinacio R?. Este coeficiente indica quanto o modelo foi capaz de
explicar os dados coletados. Em previsoes obtidas com regressao deve-se estar atento a duas fontes
de erros de variancia. Por causa desses possiveis erros, no ajuste por regressao nao linear, pode-se
determinar intervalos de confianca para os parametros determinados e, com isso também calcular
intervalos de confianga e predicao para os valores preditos pelo modelo.

Esses intervalos, chamados de “bandas de confianga” ou “faixas de confianga”, retratam os
limites de confianca superior e inferior para todos os pontos em uma linha ajustada dentro do
intervalo de dados, além de fornecer uma ideia sobre a variabilidade global do estimador. Confiar
em estimativas pontuais pode ser perigoso, portanto se geram essas faixas de confianca para afastar-
se dessas estimativas que podem ser duvidosas. Vale a pena ressaltar que existem diferencas
entre um intervalo de confianca e um intervalo de previsao. Um intervalo de previsao se refere
a incerteza em torno de um unico valor e devem considerar tanto a incerteza em saber o valor
da média da populagao, quanto a dispersao de dados, enquanto um intervalo de confianga é um
intervalo estimado de um paramtro populacional e sdo usados para indicar a confiabilidade de uma
estimativa.

O método Delta é uma abordagem geral para calcular intervalos de confianca para fungoes de
estimativas de méaxima verossimilhanca. O método usa uma fungdo que é muito complexa para
calcular analiticamente a variancia, entao cria uma aproximagao linear dessa funcao e, em seguida,
calcula a variancia da funcao linear mais simples que pode ser usada para inferéncia de amostra
grande [8].
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3 Material e Metodologia

3.1 Material

Para o desenvolvimento dos trabalhos propostos, obtencao dos resultados, comtemplando os
objetivos propostos foram utilizados cinco modelos de equacoes estruturais, obtidos a partir dos
trabalhos de Maroco [5] e Prado [6]

Modelo 1 - Modelo de andlise fatorial de 1la. ordem com 17 varidveis observaveis, 3 fatores e
116 graus de liberdade.

Modelo 2 - Modelo de analise fatorial de 2a. ordem com 13 variaveis observaveis, 3 fatores de
primaira ordem, 1 fator latente de segunda ordem e 51 graus de liberdade.

Modelo 3 - Modelo causal com varidvel latente com 9 varidveis observaveis, 3 fatores e 23 graus
de liberdade.

Modelo 4 - Modelo de regressao linear miltipla com 13 varidveis observaveis, 4 fatores e 59
graus de liberdade.

Modelo 5 - Modelo causal com varidvel latente com 23 varidveis observaveis, 8 fatores e 222
graus de liberdade.

Os célculos necessarios e graficos foram desenvolvidos no ambiente do software R (R Core Team,
2019) versao 3.4.4 utilizando algoritmos escritos, fungoes e “pacotes” préprios para a linguagem.

3.2 Metodologia

A metodologia aplicada para obtencao dos resultados esperados, comtemplando os objetivos
propostos para esse trabalho, foi delineada nas seguintes etapas:
1) Anadlise dos dados disponibilizados em rela¢ao & normalidade multivariada, com utilizagao dos
testes de Mardia e teste TMCNMD. A presenga, ou nao, de normalidade multivariada determina
o método de estimagao dos parametros.
2) Calculo do nimero minimo de observagdes a ser considerada, através da taxa de convergéncia
dos modelos utilizando-se os métodos de estimacao GLS ou ML. Entende-se como problema de
convergéncia quando o algoritmo nao consegue chegar a uma solugao que minimize o limite minimo
para a variagdo dos pardmetros. A menor quantidade de observagbes que apresentar taxa de
convergéncia acima de 50 %, para todos os modelos, serd considerada como quantidade minima
para céalculo das médias das estimativas.
3) Célculo da média das estimativas dos indices de qualidade de ajustamento (RMSEA, GFI, NFI
e CFI) obtida a partir de 100 simulagbes calculadas sobre amostras, de tamanho determinado na
etapa anterior com incremento de 10 observagdes até o limite de 150 (valor escolhido conforme
aplicagao da férmula de Westland [9], escolhida randomicamente entre as observagoes disponiveis.
Essas médias serao utilizadas para o ajustamento de um modelo de regressao nao linear.
4) Ajustamento de um modelo de regressdo nao linear sobre as médias das estimativas dos indices de
qualidade de ajustamento antes calculados. Serao utilizados dois modelos, o modelo de Michaelis-
Menten e o modelo exponencial de Stanford-Smith reparametrizado proposto por Zeviani et. al. [10]
Y = 121(1 - e(_’”‘l”Q/B)) +C para que seu comportamento se compare ao modelo de Michaelis-
Menten [10]. O ajuste que apresentar o melhor coeficiente de determinagao R? serd considerado
para calcular as estimativas dos indices para um niimero maior de observacoes (Até o limite das
observagoes originais do modelo). A extrapolacdo do modelo ajustado também serd utilizada para
célculo da banda de confianca dos valores preditos e andlise dos resultados, criando um horizonte
preditivo, onde serd comparado as estimativas previstas com as calculadas sobre os reais valores.
Os limites para o intervalo de predigao, determinado pelo método Delta, serd usado como referéncia
aos valores de corte de cada indice, permitindo avaliar o ajuste do modelo em um cenario com um
maior nimero de observacoes.
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4 Resultados e Discussoes

Em relacao a normalidade multivariada, observa-se que todos os dados dos cinco modelos anali-
sados nao apresentam normalidade multivariada, sendo que dois modelos apresentaram acentuada
assimetria e curtose. A nao normalidade dos dados nao impede de se aplicar a técnica de es-
timagao por Maxima Verossimilhanga (ML), mas como alguns modelos apresentam anormalidade
multivariada acentuada, a aplicagao da técnica de estimagao por minimos quadrados generalizados
(GLS) é mais apropriada. Os modelos estimados usando o método GLS apresentaram uma taxa
de convergéncia, maior ou igual a 50 %, para valores a partir de 40 observagoes, como se pode
observar na tabela 1. Desta forma adota-se o valor de 40 observagbes como minimo, bem como o
método GLS como padrao, nas estimativas dos parametros.

Tabela 1: Taxa de convergéncia dos modelos usando o método de estimacao GLS (em porcentagem).

Tamanho da amostra
20 30 40 50 60 70 80 90 100 | 110 | 120 | 130
Modelo 1 | 41,4 | 47,6 | 50,2 | 59,5 | 71,4 | 81,8 | 90,2 | 94,5 | 96,4 | 98,8 | 99,8 | 99,7
Modelo 2 | 48,5 | 52,8 | 63,8 | 72,8 | 89,4 | 91,4 | 95,5 | 95,3 | 97,3 | 98,8 | 98,3 | 99,4
Modelo 3 | 86,1 | 96,8 | 99,6 | 99,8 | 99,8 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100
Modelo 4 51 64,8 | 76,1 | 78,4 | 84,4 | 85,8 | 86,2 | 87,9 | 90,6 | 92,1 | 91,7 | 94,1
Modelo 5 0 57,8 | 58,1 | 59,2 | 64,8 | 70,4 | 74,3 | 77,8 | 82,7 | 84,3 | 87,6 | 90,6

Na avaliagao da estabilidade dos indices de qualidade de ajustamento em relacao ao nimero
de observagoes, usando o método de estimagao GLS, observou-se que as estimativas dos indices
de qualidade apresentaram grande diferenga de valores para pequenas quantidades de observagoes,
diminuindo a medida que o nimero de observagoes é incrementado. Esse comportamento pode ser
observado nas estimativas representadas nos graficos da figura 1 Nos modelos com baixo grau de
liberdade, as estimativas apresentaram grande oscilacao em relacao ao incremento da quantidade
de observagbes. Os indices NFI e CFI apresentaram valores préximos de 1 e isso pode ocorrer
quando o valor do qui-quadrado se aproxima do valor dos graus de liberdade, ou porque o modelo
é saturado, ou indicar baixa poténcia (baixo poder) nesses tamanhos de amostra para detectar
qualquer erro de especificagao. Estudos de simulacao tem mostrado que, principalmente os indices
GFI e NFI, séo sensiveis ao tamanho da amostra e que o indice GFI tem maior poder estatistico [7].

Na sequencia ajustou-se um modelo de regressao nao linear sobre as médias dos valores dos
parametros obtidos nas 100 simulacoes realizadas para cada quantidade de observacoes. Todos
os ajustes apresentaram um coeficiente de determinagao acima de 0,8 o que pode ser considerado
satisfatério. A extrapolagdo do modelo de regressao, feita para um niimero de observagoes maiores,
com a garantia de que ndo haverd fortes mudancas no comportamento das estimativas, apresentou
valor muito préximos dos parametros obtidos calculados com os dados originais, sendo a diferencga
dos valores menor que 0,1 o que nao compromete as consideragoes a respeito do ajustamento
do modelo de equagoes estruturais. O intervalo de confianga também apresentou limites muito
préximos, o que nos faz concluir que a varidncia dos parametros, calculada para um ntmero de
amostras maiores é minima. Os ajustamentos dos modelos de regressao e respectivas bandas de
confianga para os indices considerados podem ser observados na Figura 1 e os valores extrapolados
para o indice RMSEA, a diferenga calculada para os parametros calculados sobre as observagoes
originais e os limites para o intervalo de confianca podem ser observados na Tabela 2. O mesmo
comportamento observado para o indice RMSEA também foi observado para os demais indices
considerados (GFI, NFI e CFI).
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Figura 1: Ajustamento sobre as médias das estimativas dos indices de qualidade de ajustamento
(a) Indice RMSEA - § = 0,641.(1 — exp(—In(2).z/10,73)) — 0,575 com R? = 0,9721

(b) Indice GFI - § = 0, 962.2/(19,627 + x) com R* = 0,9991

(c) Indice NFI - § = 0, 973.2/(—0,861 4 ) com R* = 0,9582

(d) Indice CFI - § = 1,005 — (0,0206.(1 — exp(—In(2).x/97,5512))) com R? = 0,9163

Tabela 2: Estimativas para o Indice RMSEA, Valores Preditos e Intervalos de Predigao

Observagoes | VIr. Est. | VIr. Predito ‘ Diferenca | Lim. Inf. ‘ Lim. Sup.
260 0,062372 0,066 -0,00363 | 0,058684 | 0,072132
270 0,062174 0,066 -0,00383 | 0,058687 | 0,072143
280 0,062152 0,066 -0,00385 | 0,058692 | 0,072151
290 0,063172 0,066 -0,00283 | 0,058694 | 0,072159
300 0,063519 0,066 -0,00248 | 0,058698 | 0,072167
Legenda  VIr. Est: Valor das estimativas em relagdo aos dados originais
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Vlr. Predito: Valor predito pelo modelo ajustado
Diferencga: Vlr. Est - VIr. Predito
Lim. Inf.: Limite inferior do intervalo de predigao

Lim. Sup.: Limite superior do intervalo de predigao

010397-6

© 2021 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2021.008.01.0397

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 8, n. 1, 2021.

5 Conclusoes

O ajuste dos modelos de regressao nao linear, sobre as estimativas de indices de qualidade
de ajustamento, apresentou um bom coeficiente de determinacao. O modelo exponencial repa-
rametrizado apresentou melhor ajuste para todos os indices. Considerando um cendrio com um
nimero maior de observagoes, podemos concluir que, os valores extrapolados ficaram num nivel
acima do satisfatorio para o ajustamento do modelo de equagoes estruturais aos dados. Também
observou-se que a diferenca dos valores extrapolados em relagao as estimativas calculadas sobre os
dados originais foi bem pequena, o que representa pequena margem de erro, bem como os limites
do intervalo de predicao bem préximos representa uma variancia entre as estimativas préxima de
zero. Podemos concluir que a aplicacao de regressao nao linear, sobre as estimativas dos indices
de qualidade de ajustamento, em MEE apresenta-se com uma boa alternativa para validagao do
ajuste do modelo aos dados. As limitagoes da pesquisa realizada, no que diz respeito aos mo-
delos utilizados e dados disponibilizados, deixam espaco para futuros trabalhos com outros tipos
de modelos de equacgoes estruturais, modelos de regressao nao linear e andlises sobre os erros de
predicao.
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