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Resumo. Neste trabalho utilizamos o método de elementos finitos Galerkin Descontinuo Runge-
Kutta (RKDG) em uma malha triangular para obter solugbes numéricas para problemas hiperbdlicos
em 2D, em particular para leis de conservagao escalares e para o sistema de leis de balango shallow
water. Este método consiste na discretizagao espacial através do método Galerkin Descontinuo e
na aplicagdo da aproximacado Runge-Kutta de terceira ordem no tempo. A formulacdo do método
Galerkin Descontinuo utiliza uma abordagem local, visto que a abordagem global nao é capaz
de lidar com a formacao de choque e a interacdo das ondas. A utilizacdo deste método requer
a aplicagdo do limitador TVB para retirar as oscilagoes espurias geradas, e no caso em que a
varidvel conservada/balanceada é limitada serd necessdrio também a aplicacao do limitador positive
preserving. Para calcular as integrais requeridas uma quadratura Gaussiana especial foi aplicada,
de forma a satisfazer a condigdo CFL que garante a convergéncia do método numérico.
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priedade Well-Ballanced, Shallow Water Equations, Equagao de Burgers sem viscosidade.

1 Introducao

A modelagem de diversos fenomenos fisicos é frequentemente baseada no fato de que certas
quantidades sao conservadas ou balanceadas. As equagbes que expressam a conservacao e balan-
ceamento de uma quantidade fisica sao conhecidas como leis de conservagao e balango, respectiva-
mente. Dentre as muitas leis de conservagao e balango conhecidas podemos citar as equagoes de
advecgao linear, de Burgers e o sistema shallow water(SW) [1,6,7,9].

Uma das dificuldades em se resolver as leis de conservacdo/balango é que a solugdo destas
possuem descontinuidades, de forma que seja necessario utilizar um método capaz de capturar essas
descontinuidades sem introduzir oscilagoes espurias que prejudiquem a qualidade da aproximacao.
No caso das leis de balango outra dificuldade adicional é o tratamento do termo fonte, o esquema
numérico deve ser capaz de preservar o equilibrio entre o termo fonte e o fluxo, e assim capturar
bem o estado estacionério, ou seja o método deve ser well-balanced. Se tratando das equagoes SW
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outra dificuldade importante frequentemente encontrada nas simulagoes é o aparecimento de areas
secas. Muitas aplicacoes em shallow water envolvem interfaces que se movem rapidamente entre
areas umidas e secas, tais como quebras de barragens e ondas de inundacao. Atencao especial deve
ser dada, caso contrario os métodos podem falhar perto da frente seca/molhada e podem produzir
uma altura de dgua negativa inaceitdvel, e tornar o sistema nao hiperbélico e mal posto [10,11].

Dentre os varios métodos desenvolvidos podemos destacar o método dos elementos finitos Ga-
lerkin Descontinuo (DG) que é capaz de obter a solucao estaciondria, e a0 mesmo tempo preservar
a positividade da altura da dgua. Uma vez que estamos trabalhando com problemas hiperbélicos,
de forma a obtermos formagao de choques e interagdo de ondas, o método Galerkin Continuo nao
é capaz de lidar com essas solucoes descontinuas. Com efeito o método Galerkin Descontinuo foi
desenvolvido para corrigir essa falha, de maneira que o método DG use uma abordagem local e
nao a formulagao global, geralmente utilizadas em métodos de elementos finitos classicos. O uso
de uma abordagem global, nesses métodos classicos para problemas hiperbdlicos, requer que o
método seja estabilizado, tais métodos sao estabilizados ad hoc, ou seja faz-se a inclusdo de uma
difusdo numérica artificial para forcar uma suavidade na solugdo, porém essa formulagao s6 fun-
ciona bem em alguns casos particulares. Por tal motivo, neste trabalho usamos o método Galerkin
Descontinuo [5,10,12] que utiliza uma formulagao local.

2 Um estudo do método de elementos finitos Galerkin Des-
continuo
Para mostrar a derivagao do método DG utilizaremos as equagoes SW como exemplo, a de-
rivagao para as leis de conservagao ¢ similar, veja [3,5]. Considere o sistema Shallow Water:

hy + (hu)y + (hv), =0,
(hu) + (hu® + 3gh?)_+ (huv), = —ghb,, (1)
(hv); + (huv)y + (hv? + %gh2)y = —ghb,.

Podemos escrever a equagao acima em uma forma mais compacta:
U +V-FU)=s(hb) (z,y)cQeR? t>0, (2)

onde U = (h, hu, hv)T e F(U) = (f(U), g(U)), com condicio inicial U(z,y,0) = Up(x, ).
Seja T, a familia de particoes do dominio computacional 2 parametrizado por 7 > 0. Para
qualquer triangulo K € T, definimos 7 = diam(K), 7 = max 7x e |K| a sua drea. Para cada
€T,

lado €% (i = 1,2,3) do tridngulo K, denotamos seu comprimento /% e seu vetor normal unitério
por 7i%. Buscamos uma solugao aproximada de (2) que pertenga ao espago dimensional finito

V, =VF={we L*Q); wg € P*(K)VK €T}, (3)

onde P*(K) denota o espago de polindmios em K de grau no maximo k. Seguindo [5,10], para a
derivagdo de um esquema DG, a equacao (2) é multiplicada por uma fungao teste w(z,y) € V;,
integramos sobre K e em seguida aplicamos o teorema da Divergéncia obtendo assim:

3
//Utwdx—//F-dex—i—Z/f‘
i z‘—1ek

¢ Ciibew ds = //s(h,b)w dx, (4)
K

K =13
O fluxo numérico F ¢ definido ao longo das arestas do elemento K de forma que

F

€x 7

o i = F (U?'"“K% U, ﬁg() , (5)
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int(K t ~ L ; . o .
onde U;" (5) ¢ U:* %) 530 as aproximacoes dos valores na aresta et obtidas no interior e exterior

de K, para detalhes veja [3,5].
A funcao F pode ser definida usando o fluxo global Lax-Friedrichs
1

Flay,aq,7) = 3 [F(ay) -7+ F(az) - i — alas — a1)],

K)

onde o = max |F'(U) - fi|, note que o calculo do « leva em conta os autovalores. Dessa forma para
o modelo shallow water equations temos que o = max ((|u| + +/gh, |v] + +/gh) - i), 0 méximo ¢
tomado sobre o dominio 2.

Afim de obter um método bem balanceado, isto é que este mantenha o equilibrio entre o fluxo
e o termo fonte, preservando a solucdo estaciondria, o esquema (4) é modificado e assume a forma:

3
//UWJdx—//F~Vwdx—i—Z/fk
K K =lei

F*Ie; = f(Ui*’i"t(K),Ui*’eﬁ(K)ﬁlk) + (67,07 ) - i, (7)

e Cihew ds = // s(h,b)w dx, (6)
K

onde
i,y

para detalhes veja [3,10].
Podemos usar método de discretizacao no tempo Runge-Kutta de terceira ordem:

UL = U+ AtL(Um),

U® = ZU” + i (v + atcwm)),

1 2

Onde L(U) é o operador espacial.

2.1 Limitador TVB

Neste trabalho é utilizado o limitador TVB classico com fungao minmod corrigida definida
em [5] para retirar as oscilagbes espurias

(9)

m(a a) =4 se [a1| < AT,
IyewesQn) = m(ay,...,a,), em caso contrario,

onde A é o parametro TVB a ser escolhido adequadamente, este pode ser obtido em termos da
segunda derivada da condicao inicial perto dos seus pontos criticos, para detalhes veja [4]. Se A é
escolhido pequeno demais, mais células do que o necessério serao identificadas contendo oscilagoes,
aumentando o custo computacional; no entanto, se A é escolhido muito grande, oscilagoes espurias
surgirdo. A fungdo minmod m é dada por

| smin;|a;|, ses=sign(a)=...=sign(ay),
mlar,..,an) = { 0, em caso contrario. (10)

De maneira geral, este limitador é aplicado em U apds cada passo interno da discretizacao de
tempo Runge-Kutta. O procedimento do limitador TVB envolve duas etapas: a primeira é verificar
se alguma limitacao é necessaria, em um determinado elemento; se um certo elemento necessitar
do limitador, entdo o segundo passo é aplicar este sobre o respectivo vetor [3,11]. Para detectar
as células com problemas usando o limitador descrito acima, declaramos que se funcao descrita
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em (9) retornar um valor diferente do primeiro argumento, esta célula é marcada como uma célula
problematica e deve-se aplicar o limitador.

Se o limitador TVB nao for utilizado corretamente este pode destruir a solugdo estaciondria.
Para evitar isso, como explicado em [10,11], para o modelo shallow water equations verifica-se entao
se este é necessdrio baseado em (h+b, (hu), (hv))” se m; ; > 0 ou baseado em (h, (hu), (hv))T caso
contrario.

2.2 Limitador positive preserving

Para que o principio do méximo, veja [12], seja satisfeito nds precisamos modificar o polinémio
Uk (x) de forma que Uk (x) € [A, B], Vx € Sk. Para todos os K, assumimos que Uw € |A, B,
como em [12] usamos o seguinte polinémio Uk (x) em vez de Uk (x):

Uk (%) = 0(Uk (x) — Ug) + Uk, (11)
6 = min B_Ufn , A_LQC,L 13,
My = 361%); Uk (x), myg = xréuSI;l( Uk (x).

onde Sk é o conjunto dos pontos de quadratura e U é o valor médio de U no elemento K. Para
o modelo Shallow Water Equations o principio do maximo se resume em hg(x) > 0, Vx € Sk.
Podemos entdo usar o limitador positive preserving [10] dado pela equagdo (11) com

n
0 =min 1, =—2— %, m;; = min hl(x,y). 12
{ h] B mi)j } sJ (zy)ESK ]( y) ( )

2.3 Integracao numérica

As integrais que aparecem na equacdo (6) podem ser calculadas numericamente usando regras
de quadratura, neste trabalho como em [10] usamos uma regra de quadratura Gaussiana especial
a fim de que a condi¢do CFL e o principio do méximo sejam satisfeitos, para detalhes veja [3,12].

Esta regra de quadratura pode ser construida através do produto tensorial de N pontos da
quadratura de Gauss-Lobatto e k 4+ 1 pontos de quadratura de Gauss, para detalhes veja [12].
Em particular, nos testes numéricos realizados neste trabalho usamos polinémios lineares (k = 1),
sendo necessarios e suficientes 3 pontos de quadratura Gauss-Lobatto e 2 de Gauss. Dessa forma
o conjunto Sk é formado por 12 pontos de quadratura, onde 6 destes pontos pertencem as arestas
(Sk), 2 em cada aresta, e 6 estdao no interior do tridngulo (Sg).

3 Resultados e experimentos numéricos

Nesta segao apresentaremos os resultados numeéricos obtidos para as leis de conservagao linear e
de Burgers, e para o sistema de leis de balanco Shallow Water. A fim de verificar estes resultados,
para o caso das leis de conservagao estes foram comparadas qualitativamente com os obtidos pelo
método Lagrangian-Eulerian (LEH), desenvolvido por Perez e Abreu [1,2,8]. Para o caso das
equagdes SW, estes foram comparadas qualitativamente com os obtidos pelo Xing e Zhang em [10].
O valor do parametro A, necessério no limitador TVB, foi estimado baseado em testes numéricos
realizados.
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3.1 Leis de conservagao

Problema 1 (Equagao de Burgers sem viscosidade): com (z,y,t) € [0, 1] x [0, 1] x [0, 0.5]

2, <0.25 < 0.25
9 9 2 9 2 s y Y
Y + — (u ) + 87/ <u) =0, u(x,y,O) = 3, x>0.25, y>0.25 (13)

ot " dr \ 2 2

1, caso contrario.
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(a) A =0.5,7 =0.0143 (23262 elementos). (b) CFL = 0.35,16384 células.

Figura 1: Resultado obtido para o PVI (13) para t = 1/12.

Problema 2 (Equacdo de Advecgéo Linear): com (z,y,t) € [0,1] x [0, 1] x [0,0.5].

ou Ou Ou 1, 01<2<06e01<y<0.6
ot + oz + dy 0, u(@y,0)= { 0, caso contrario. (14)
n d
Yy 0 o X 0 y D!D ;5 o

(a) A =0.5,7 =0.0143 (23262 elementos) (b) CFL = 0.35,16384 células.

Figura 2: Resultado obtido para o PVI (14) para t = 0.1.

3.2 Modelo shallow water equations

Problema 1 (Teste Propriedade Well-Balanced): Para verificar que o método implementado
possui a propriedade well-balanced testamos se este é capaz de preservar o estado estaciondrio
(h+b=cteeu=uv=0). Este exemplo foi tomado de Xing [10]. Consideramos um dominio
computacional retangular [0,1] x [0,1] e a seguinte funcao do fundo

b(z,y) = max (0,1 — (102 — 5)> — (10y — 5)?), (15)
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e a condigao inicial é uma solugao estaciondria:
h(xay70) :2—1)(33,2/), hu(xa:%O) zhv(aj,y,()) =0.

Uma condicao de contorno periddica foi usada. Para que o método possua a propriedade well-
balanced o estado estacionério deve ser preservado e a superficie deve permanecer plana (h+ b =
cte), de forma que o erro obtido seja da ordem do erro de arredondamento. Calculamos a solugéo
até t = 0.5, em uma malha com 7 = 0.0242 (8072 elementos) e utilizamos A = 0.5. Na tabela 1 é
mostrado os erros €r,, obtidos, onde podemos ver claramente que todos os erros estao no nivel de
erros de arredondamento, o que verifica a propriedade well-balanced.

Tabela 1: Erro €7, para o problema estacionario.
h hu hv
1.723E-14 | 5.443E-14 | 5.595E-14

Problema 2 (Barragem Circular): Consideramos um dominio computacional quadrado [—10, 10]x
[—10,10] com topografia de fundo plana, ou seja, b = 0. A barragem estd localizada em r =
22 4+ y? = 6 e a altura da 4gua h é inicialmente definida como 1.5 dentro da barragem e 0.5 fora.
Ambas as componentes de velocidade u e v sdo definidas inicialmente como zero. No instante t = 0,

a parede circular que forma a barragem entra em colapso.

(a) Solugdo em 3D (b) Curvas de nivel com 30 faixas de
nivel uniformemente espagadas entre 0.5
e 1.5.

Figura 3: Resultado obtido para o problema da barragem circular para t = 0.1, 7 = 0.2264 (36354
elementos) e A = 0.001.

4 Conclusoes

Dentre as dificuldades numéricas encontradas no trabalho temos que dependendo do didmetro
da malha muitas oscilagoes espurias sao geradas e o limitador TVB pode nao ser capaz de retirar
todas, de forma que estas se propaguem ao longo do tempo levando a uma solugao incorreta.
A escolha do pardmetro A nao é trivial, entao testes numéricos foram necessarios para escolher
de forma conveniente este parametro, pois este é de fundamental importancia na retirada das
oscilacoes espurias. Informagoes sobre o valor de U®*' quando o elemento pertence ao contorno nao
foram encontradas na literatura, visto que geralmente quando estamos trabalhando com problemas
estritamente hiperbdlicos condigoes de contorno nao sao sempre necessarias. Se o valor de Ugyt no
contorno for atribuido de maneira diferente aos exemplos dos artigos referentes, isto pode acarretar
um erro que se propaga para dentro do dominio. Dessa forma, em alguns casos nao foi possivel
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reproduzir a solugdo numérica como nos artigos da bibliografia, em especial Xing [10], visto que a
aplicagao do método RKDG no contorno em [10] ndo é trivial e nem clara para alguns exemplos. Em
termos gerais o método apresentou bom comportamento convergindo para as solugoes entrépicas,
mostrando assim ser capaz de capturar as ondas de rarefagoes e ondas de choque, assim como
outros tipos de ondas. Porém o método necessita de malhas com um ntmero elevado de elementos,
gerando um grande custo computacional e a impossibilidade pratica de reproduzir alguns resultados
obtidos em [10] para o modelo shallow water equations.
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