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Resumo. O presente trabalho visa apresentar um esquema numeérico para resolugdo de equagoes
diferenciais parciais de alta ordem, as quais s@o néo lineares. O problema aqui considerado surge em
teoria da lubrificagdo, onde peliculas finas constituidas de fluidos viscosos deslocam-se em contato
com superficies sélidas. Tal problema é modelado por uma equagao diferencial parcial parabdlica
nao linear de quarta ordem. Este trabalho utiliza o chamado algoritmo espectral, o qual é um
método para a solugao de sistemas nao lineares de grande porte, que nao resolve sistemas lineares,
nem usa qualquer informacao explicita associada com a matriz Jacobiana. Os resultados obtidos
mostram que este algoritmo moderno é um método eficiente para a simulagdo de escoamentos de
peliculas finas aderidas a superficies sélidas.

Palavras-chave. Método Espectral, Peliculas Finas, Equagdo Parabdlica de Quarta Ordem, Sis-
temas Nao lineares

1 Introducao

As peliculas liquidas finas aparecem em uma variedade de processos industriais. Podem ser
compostas de liquidos comuns como agua ou éleo, de materiais complexos tais como solugoes
de polimeros ou fusoes, ou misturas complexas de fases ou componentes. Quando as peliculas
sdo submetidas & acdo de varios fatores mecanicos ou térmicos, exibem fenomenos dinamicos
interessantes, como propagacao de ondas, intensificagao de ondas e desenvolvimento de respostas
cadticas [6]. Fluxos de pelicula surgem na engenharia em processos de transferéncia de calor e massa
e outras operagoes unitarias. Uma aplicagao importante destes fluxos é o processo de revestimento.
A tecnologia de revestimento é utilizada para fabricar diversos produtos, incluindo papéis, materiais
de construcgao, tais como pavimentos e telhas, componentes eletronicos, materiais de embalagem e
filmes dpticos [4]. Estudos de métodos numéricos para a resolucao de equagdes diferenciais parciais
que modelam a evolugao de peliculas finas é uma area da matematica aplicada, a qual se encontra
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no inicio de seu desenvolvimento. Este trabalho tem como objetivo a modelagem e simulagao
computacional de um esquema numérico para a resolugao de tais equacoes. A metodologia escolhida
abordard métodos de diferencas finitas para problemas parabdlicos ndo lineares, com condi¢oes de
contorno de Neumann.

2 Modelagem do Escoamento de Peliculas Finas

Em muitas aplicacoes fisicas, processos de evolucao de peliculas finas de fluidos viscosos nao
sao apenas influenciados pela tensao superficial existente entre o sélido e o liquido, mas também
devido a diferentes efeitos fisicos, como forcas intermoleculares, por exemplo.

Em tais condigbes, o problema aqui considerado consiste em encontrar um par de fungoes
u,P: Q% (0,T) — R, onde © é um conjunto limitado em R?, tal que

%_v.(/\/{(u)vp)zo, em Q x (0,7), (1)
P=-Vu+wu), emQx(0,7T), (2)
ou  OP
%_%_O, sobre 092 x (0,7, (3)

U({E,y,t:O):UO(QJ,y), emQx(O,T). (4)

Aqui, u representa a espessura da pelicula de fluido, P é a pressao, w (u) é um potencial externo
usado para descrever diferentes efeitos fisicos (néo lineares) adicionais e v denota o vetor unitério
normal exterior a fronteira do dominio Q. A fungdo M (u), chamada de mobilidade do fluido, é nao
negativa e anula-se em u = 0. Este modelo matematico é derivado das Equagoes de Navier-Stokes
para fluidos Newtonianos incompressiveis, veja por exemplo, as referéncias [6], [7] e [9].

Em geral, a mobilidade é uma func¢ao nao linear, a qual depende das condi¢ées de contorno na
superficie sélida. No presente trabalho, consideraremos a funcao de mobilidade do fluido dada por

M (u) = u?, (5)

0 que é uma consequéncia da condigao de nao deslizamento na superficie sélida.

Em vista das Equagoes (1) e (2), notamos que as equagoes diferenciais deste modelo para o
escoamento de peliculas finas podem também ser tratadas como um sistema de duas equagoes
diferencias parciais com duas varidveis, dadas pelas fungoes v e P, que dependem da posicao e do
tempo. Neste trabalho, consideraremos o dominio 2 = [0, L,]| x [0, L, ], onde L, e L, sdo as magni-
tudes dos lados desse dominio, medidas nas dire¢oes dos eixos coordenados x e ¥, respectivamente.

A condicdo de contorno empregada na resolucdo das Equagbes (1) e (2) pode ser escrita da
seguinte maneira

Vu-n=VP-n=0, sobre 9, (6)

em que 0f) é a fronteira de 2 e n é o vetor unitario normal a 0.

Considerando-se a ac¢do das chamadas forgas de Van der Waals (forgas intermoleculares agindo
no fluido), Witelski e Bowen [8] descrevem um simples modelo para as forgas intermoleculares entre
a superficie sélida e a pelicula de fluido, a qual pode ser escrito pela funcao w (u) e dada por

1 €

w () = (Iﬁ_lﬁ). (7)
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3
Tendo em vista a Equagao (4), usaremos as seguintes condigoes iniciais:
uo (2,y) = 0,5 + 0,0025 sen (G(x 0, 65)2) 40,0025 sen (G(y 0, 65)2) , 8)
Po (z,y) = 0,03 {12(:1: —0,65) sen (6(93 —0, 65)2) — cos (6(1: —0, 65)2)}
+0,03 [12(y —0,65) sen (6(y —0, 65)2) — cos (G(y —0, 65)2)} o)

1 €
i <<uo @) (w0 (x7y>>4> |

Tais condigoes descrevem uma pelicula fina de altura 0, 5, ligeiramente perturbada por senoides,
onde o parametro € estabelece uma escala para a espessura minima da pelicula.

3 Metodologia

O dominio espacial Q = [0, L,] x [0, L,] serd discretizado utilizando uma grade de blocos cen-
trados, denotada por Q0= {(gci,yi) eER%*4i=1,...,.Nyej=1,.. .,Ny}, onde os inteiros N, e N,
indicam as quantidades de blocos na grade espacial, nas respectivas diregoes z e y. Logo, fazendo-se
Az = L, /N,, pode-se escrever x; = (i — 1/2) Ax, para todo i = 1,..., N,. De forma semelhante,
tem-se y; = (j — 1/2) Ay, para todo j =1,...,N,, com Ay = L,/N,. O dominio temporal sera
representado pelo intervalo fechado [to, ], onde ¢y denotara o instante inicial, considerado como
sendo o tempo zero e t; o instante final.

Primeiramente consideraremos a Equagao (1) discretizada implicitamente no tempo, com relagao

aPeu,
T ) oprtl d oprtl
[2¥) v | n+1 N n+1 _
At {833 <M (U ) Ox >:|i,j {&U <M (U ) Oy >:|ij o (10)

,

Apos a discretizagao por diferencas finitas centradas e algumas simplificacoes, obtém-se:

+1 +1 +1 +1 +1
uf] ~ Uiy 1 < I M., 1. (un+1) PinH,j - /PZJ' M. . (un+1) P - infl,j
At Ax +2. Az T2 Az
1 n+l rPnJrl ) +1 ,Pn+1 (11)
+1) g+l (2% +1\ 1 4J L=l _
*A*y X Mm‘% (“n ) Ay - Mm‘—é (un ) Ay =0.

Na Equacao (11), o valor de M (u"“) em um ponto médio i+ %, por exemplo, é calculado pela
média harmonica dos valores M (u”“) nos pontos vizinhos i + 1 e ¢ — 1. Agora, considerando-se
a Equacao (2) e o modelo que descreve as forgas intermoleculares, temos que

9 [Oourt! 0 [Ount!
n+1 -~ N o n+1l) _
Pt [&U ( Ox >:|i,j {ay ( y )L,j i (U ) v 12)

onde o termo w ; (u"‘”) é dado pela seguinte equacao

wij (u") = ((u’.jfl)?’ - (u”il)‘l) : (13)

0,J i,J
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No que segue, aproximando por diferengas centradas as derivadas parciais da Equagao (12),
obtém-se

n+1 n+1 n+1 n+1
prt | LMy Tty My~ iy
bJ Az Ax Az
1 un+1 o un—i—l un+1 o un+1 (14)
i1 T Wi irj ij—1 () = 0
+ Ay Ay a Ay —wiy (u") =0,

As discretizacoes das equacoes diferenciais de interesse neste trabalho sao transformadas em
sistemas nao lineares com N = 2 x N, x N, equagdes algébricas (ou transcendentes). Entao,
durante a evolucao temporal, para obter-se os campos de espessura da pelicula de fluido e a
pressdo, a resolugdo numérica de um sistema néo linear é exigida a cada passo de tempo At que
separa o nivel de tempo n do nivel futuro n 4+ 1. Os sistemas nao lineares sao resolvidos usando o
método DFSANE (Derivative-Free Spectral Algorithm for Nonlinear Equations) proposto por La
Cruz, Martinez e Raydan [5], o qual é um método espectral totalmente livre de derivadas, destinado
a resolucao de problemas nao lineares de grande porte. Uma grande vantagem desta metodologia
é que ela nao requer o calculo da matriz Jacobiana associada ao sistema nao linear. De fato, este
método espectral requer essencialmente a computacao e armazenagem de dois vetores, que sao, o
vetor varidvel = e o vetor de busca F' (x), ambos de tamanho N = 2x N, x N,,. O método DFSANE
foi implementado utilizando um cédigo computacional feito em linguagem de programacao C++.

4 Resultados

Para estudar o caso da existéncia de forgas intermoleculares entre a superficie sélida e a pelicula
de fluido, considera-se que o dominio espacial {2 é discretizado usando-se uma grade com 40 x 40
blocos, onde Az = Ay = 0,025 ¢ o tamanho do passo de tempo usado foi de At = 107°, o
qual foi selecionado apds intensivos testes computacionais. Além disso, em vista da Equagao
(7), consideraremos o pardmetro ¢ = 0,01. Os quantificadores para a anélise do desempenho do
método DFSANE estao descritos na Tabela 1, para intervalos de tempo que variam de T = 107°
até T'= 0, 10223, os quais também foram escolhidos apds intensivos testes computacionais.

Na Tabela 1, pode-se observar o nimero de passos de tempo NT'S, o nimero total de avaliagoes
de F (a aplicagdo ndo linear associada com o sistema que representa a equagao de pelicula fina
discretizada) no tltimo passo de tempo, o niimero total de iteragoes realizadas pelo DFSANE na
resolucao do sistema nao linear no ultimo passo de tempo, o niimero total de etapas de globaliza¢ao
e o valor final da || F'|| no tltimo passo de tempo.

Tabela 1: Resultados para anélise do desempenho do método DFSANE.

Avaliagoes Etapas de

T=At x NTS de F Iteragoes slobalizacio Norma de F'
107°x1=10"° 1506 748 758 2,092 x 1076
107° x 102 = 1073 91 71 20 3,264 x 1077
107° x 103 = 1072 65 47 18 8,292 x 1077
107° x 10* = 1071 1294 1020 274 2,144 x 107°
107° x 10221 = 0, 10221 51969 35995 15974 1,831 x 1074
107° x 10222 = 0, 10222 148063 112610 35432 2,093 x 10~*
1075 x 10223 = 0, 10223 13384014 9 x 106 840200 26107,9
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Os resultados das simulagdes numéricas usando-se o DFSANE sao ilustrados na Figura 1, para
os instantes de tempo: T = 107", T = 10" e T = 0,10222 e na Figura 2 para o instante de tempo
T =0,10223.
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Figura 1: Superficies da espessura da pelicula de fluido e suas respectivas curvas de nivel, em trés diferentes
instantes de tempo: T =107°, T'=10"" e T = 0, 10222.

Observando-se a Figura 1, podemos notar que a pelicula é muito suscetivel a pequena per-
turbagao inicial, diminuindo de valor em certas regices do dominio e aumentando em outras. Esse
comportamento é tipico da acao de forcas intermoleculares, e deve produzir rupturas na pelicula,
as quais se apresentam como singularidades associadas com a superficie solucao do problema con-
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siderado. De fato, ja na Figura 2 pode-se observar a superficie da espessura da pelicula de fluido
logo apds a ruptura. Como enfatizado antes, tal fenomeno de ruptura ocorre devido & acao de
forgas intermoleculares, ou forgas de Van der Waals, sendo também observado em experimentos
realizados em laboratoérios.

T=0,10223

01 02 03 04 05 0B 07 08 09
X

Figura 2: Superficie da espessura da pelicula de fluido logo apés a ruptura e sua respectiva curva de nivel
para o instante de tempo 71" = 0, 10223.

Como mostrado na Tabela 1, podemos notar que no instante de tempo 7' = 0,10223 a || F'|| ndo
atingiu um valor suficientemente pequeno, pois neste instante de tempo ja havia ocorrido a ruptura
da pelicula de fluido, como pode ser observado na Figura 2, e o problema se tornou singular. Para
capturar este fendmeno de ruptura, o DFSANE utilizou o niimero méximo de iteragoes considerado
na simulacao deste problema, isto é, 9 x 10° iteractes para resolver o sistema nao linear. Apés as
9 x 10° iteracoes, a simulacdo numérica parou, ndo havendo entdo convergéncia, nem diminuicdo
da ||F|| no dado instante de tempo.

5 Conclusoes

Neste trabalho resolveu-se numericamente um conjunto de equacoes diferenciais que modelam o
problema do escoamento de peliculas finas aderidas em superficies sélidas, o qual é de interesse da
ciéncia aplicada e da engenharia. Avaliamos o comportamento das equagoes diferenciais parciais
discretizadas por diferengas finitas, de forma implicita no tempo, obtendo um sistema nao linear.
Tal sistema nao linear foi resolvido pela primeira vez empregando-se o chamado método DFSANE.
Este método constitui uma abordagem livre de derivadas, o que diminui grandemente o esforgo
computacional, pois nao calcula e também nao armazena qualquer informagao explicita associada
com a matriz Jacobiana, e nem tao pouco resolve sistemas lineares.

A discretizagao das equacgoes diferenciais parciais deram origem a um sistema nao linear com
3200 varidveis que foi resolvido varias vezes, ao longo de muitos passos de tempo. Em relacao ao
desempenho do método numérico utilizado, os resultados obtidos permitem afirmar que o DFSANE
foi capaz de simular o processo de evolugao de peliculas finas de fluidos viscosos com a acao de
forcas intermoleculares, também conhecidas como forcas de Van der Waals.

Assim pode-se concluir que o DFSANE é um método robusto e eficiente para a simulacido do
escoamento de peliculas finas em superficies sélidas.
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