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Resumo. Neste trabalho foi introduzido o estudo de aplicagbes de superficies fechadas sobre uma
superficie ndo orientada N com género maior que um. Os resultados obtidos para aplicagoes de
superficies fechadas no plano projetivo, em [5], foram estendidos para aplicagoes na garrafa de Klein
e também para superficies nao orientadas com género maior que dois.
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1 Introducao

As singularidades das aplicagoes estdveis entre superficies, segundo Whitney [10], s6 podem ter
curvas do tipo dobra com pontos de cuispide isolados. A descricdo de uma aplicagdo estdvel entre
duas superficies fechadas, a determinacao do tipo topolégico de seu conjunto regular, no dominio, e
o tipo de isotopia do contorno aparente (imagem do conjunto singular) sdo informagoes topoldgica
do dominio da aplicagao que podem ser codificadas em um grafo com pesos nos vértices ( [3,4,7]),
onde as curvas singulares que semparam as regioes regulares correspondem as arestas do grafo. O
estudo dos grafos associados as aplicagoes estéveis entre superficies fechadas teve inicio em [4], para
o caso de aplicagoes de superficies fechadas e orientadas na esfera e em [7] foi estendido para o caso
geral de aplicagoes entre superficies fechadas e orientadas. Posteriormente, em [5], passando para o
caso de superficies nao orientadas, trantando especificamente das aplicacoes de superficies fechadas
no plano projetivo, foi necessario associar pares de pesos nos vértices do grafo, permitindo distiguir
as regioes regulares orientadas e as nao orientadas. Desta forma, o grafo com pares de pesos nos
vértices carrega as informagoes topoldgicas, do ponto de vista global, das curvas singulares e do
conjunto regular da aplicagdo a ele associada. As técnicas aplicadas para provar os resultados sobre
grafos de aplicagoes entre superficies fechadas e orientadas sao as transi¢oes de codimensao um,
introduzidas em [9] e as cirurgias de aplicagdes estdveis, introduzidas [3]. As transi¢oes ao longo de
um caminho no espaco das aplicagoes suaves, permitem alterar os conjuntos regulares e singulares
das aplicagoes, consequentemente alterando o grafo da aplicagao. As cirurgias permitem construir
novas aplicagoes a partir de aplicagoes ja conhecidas.

Em trabalhos mais recentes, sobre aplica¢oes no plano projetivo [6], foi dado atengao ao caso
particular de aplicagoes dobras planares. Os resultados obtidos mostraram que é necessario um
certo balanceamento entre os numeros de vértices e seus pesos. Aqui ndo pretendemos tratar as
aplicagoes dobras.

Nosso objetivo, neste artigo, é estender os resultados (obtidos para aplica¢ées no plano proje-
tivo) para o caso geral de aplicagoes entre duas superficies fechadas (incluindo as ndo orientadas),
tendo como principal resultado o Teorema 5.1. Uma prova suscinta desse resultado estd baseado
em resultados [2,7], para aplicagdes entre superficies fechadas e orientadas e resultados de [5], para
aplicacoes de superficies fechadas no plano projetivo.
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2 Aplicagoes estaveis entre superficies

Sejam M e N duas superficies e C*° (M, N) o espago de todas aplicagoes suaves da superficie
M em N (com a C'*°-topologia de Whitney [1]). Uma regido sobre a superficie fechada N serd dita
simplismente conexa, e serd dentada por Dy, se é homeomorfa a um disco.

Definigao 2.1. Duas aplicagées suaves f,h: M — N sdo homotdpicas em C°(M,N) se existe
uma aplicagio H : M x I — N continua, tal que H(x,0) = h(z) e H(z,1) = f(x), para todo
rze M.

Definigao 2.2. O conjunto das curvas singulares de uma aplica¢ao f : M — N serd denotado por
Yf e o conjunto f(Xf), imagem do conjunto singular, chamada de contorno aparente ou conjunto
de ramificagdo e serd denotado por By.

Definigao 2.3. Seja f: M — N uma aplicacdo estdvel entre as superficies fechadas M e N.

e f serd dita aplicacao planar se € homotdpica a alguma aplicacio h : M — N, tal que
h(M) C Dy.

e By serd dito contorno aparente planar se existe alguma aplicacdo estdvel h : M — N, tal
que By, C Dy e as aplicagoes f e h sdo estavelmente isotdpicas.

Definicao 2.4. Duas aplicagoes f,g € C°(M,N) sao A—-equivalentes quando existem difeomor-
fismos ¢ : M — M e o) : N —= N tais queg=1 o f o ¢~ L.

Uma aplicagao f € C°(M,N) € dita estdvel, se qualquer aplicacao suficientemente prdzima
de f é A—equivalente a f.

Se f: M — N é uma aplicagdo estdvel, segundo Whitney [10], cada ponto p € M tem
coordenadas locais do tipo: regular (p = (z,y) — (z,y)); ponto de dobra ((z,y) — (2%,y)) ou
ponto de cispide ((x,y) — (zy — 23,%)). Os pontos singulares formam curvas disjuntas sobre M.
A Figura 1) ilustra trés aplicagdes estdveis do toro no plano. Observe que as aplicagoes em (a) e
(b) sado equivalentes e (a) e (c) ndo sdo equivalentes.

Figura 1: Exemplo de aplicagoes estaveis do toro .

Se M é uma superficie fechada, as curvas singulares de uma aplicacao estavel f sao fechadas,
simples e disjuntas e divide o conjunto regular, M \ X f, em um ndmero finito de regides conexas.
As regioes regulares sdo imersas por f em N e tem como bordos as curvas de X f.

Definition 2.1. Duas aplicagoes f,h : M — N sdo ditas estavelmente isotdpicas se existe uma
aplicagdo suave F' : M x I — N tal que para cada t € I a aplicagdo Fy = F|prxt € estdvel, com
FO = f € F1 = h.

Observagao 2.1. Se f e h sao duas aplicacdes estavelmente isotdpicas, entao elas estao na mesma
componente do conjunto das aplicagdes estdveis. Logo os conjuntos singulares X f e Xh sao difeo-
morfos em M e os contornos aparentes By e By, sdo difeomorfos em N.
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3 Grafos associado as aplicacoes estaveis

Em [4,7], foram associados grafos com pesos nos vértices as aplicagoes estdveis, entre superficies
fechadas e orientadas, da seguinte forma (ver Figura 2):

(b) %

Figura 2: Exemplo de grafos de aplicagoes estaveis.

e cada regido regular de M \ X f corresponde a um vértice v do grafo;
e cada curva « de X f corresponde a uma aresta a do grafo;

e uma aresta a conecta o vértice v se, e somente se, a curva singular correspondente a a esta
no bordo da regiao regular associada a v;

e um vértice v recebe o peso (t,0) se a regiao regular correspondente a v é orientada e tem
género t (soma de t toros) e v recebe o peso (0,p) se a regido regular correspondente a v é
nao orientada e tem género p (soma de p projetivos).

e uma aresta a no grafo, sera dita x-lago quando a vizinhanca da curva « correspondente a a
é uma faixa de Moebius. Neste caso, a aresta a recebe uma %, como ilustra a Figura 3.

Definigao 3.1. Seja f : M — N wuma aplicacdo estavel entre as superficies fechadas M e N.
Denotamos por V, E, T + P e S, respectivamente, o numero de vértices, o niumero de arestas, o
peso total e o numero de x-lagos do grafo associado a f. Este grafo é chamado de grafo dual de f

e denotado por Q(ST (V. E).

Proposicao 3.1. [5] Seja f: M — N uma aplicagao estdvel e QfT P)(V7 E) o seu grafo dual.
FEntao a caracteristica de Euler de M € dado por

o X(M)=2(V-E—-T)— S8 e o género é dado por g(M) =1—-V + E+ W, quando M ¢é
orientada. Nesse caso, P =5 = 0.

o X(M)=2(V-E—-T)+P—S5 e o género € dado por g(M)=2(1-V+E+T)+P—-S5,
quando M € nao orientada.

Teorema 3.1. [7] Todo grafo bipartido com g?T 0)(V, E) ¢ grafo de alguma aplicagao estdvel
f:M — N, onde M e N sao superficies fechadas e orientadas. Além disso, o género de M ¢é
dado por 1 —V + E+T.

Teorema 3.2. [5] Todo grafo QFT’P)(V, E) estd associado a alguma aplicacdo estdvel de uma
superficie fechada M mno plano projetivo. A superficie M € orientada, se e somente se, o grafo é
bipartido com P. Além disso, o género de M é dado por 1 —V + E+T se M ¢é orientada. Caso
contrdrio o género de M € dado por 2(1 -V + E+T)+ P —S.
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4 Exemplos de grafos de aplicacoes estaveis

O grafo Q(ST, P)(V, E) é um invariante global que classifica a topologia do dominio de f, como
pode observar na Figura 2. As duas aplicacoes planares da esfera com cinco curvas singulares tem
0 mesmo contorno aparente, mas os conjuntos singulares nao sao difeomorfos sobre a 2-esfera. Note
que os grafos conseguem separar este tipos de aplicagdes com contorno aparente iguais.

Figura 3: Exemplo de grafos de aplicagoes planares do plano projetivo.

Exemplo 4.1. A Figura 3 ilustra duas aplicagdes planares com contorno aparentea planar, do
plano projetivo em N. O grafo dual em (a) tem tnico vértice e a tnica aresta é um x-lago,
correspondente a Unica curva singular, que tem como vizinhanga a faiza de Mdéebius. Em (b) o
grafo tem duas arestas e uma delas € um x-lago e a outra arestas corresponde a curva singular que
separa as duas regioes requlares.

Exemplo 4.2. A Figura 4 ilustra duas aplica¢des na garrafa de Klein. Em (a) a dnica curva
singular da aplica¢ao nao planar separa o 4-projetivo (superficie homeomorfa a soma do toro com
a garrafa de Klein) em duas regides, sendo uma regidgo orientada com género um (toro com um
buraco) e a outra regido nao orientada com género dois (garrafa de Klein com buraco). Em (b)
a aplicagao planar do toro tem duas curvas singulares, sendo que uma curva separa o “disco”do

?cilindro”e a outra separa o ”cilindro”do “toro”. Observe que o complemento de Dp é uma faiza
de Mdéebius.

(1,0) (1,0)1/3(0,0)
| (F> A%

Figura 4: Exemplos de grafos de aplicacoes na garrafa de Klein.

Exemplo 4.3. A Figura 5 ilustra grafos associados de trés contornos aparentes sobre o n-toro, de
aplicagoes com grau zero e dnica curva singular: (a) aplica¢do planar do (2r+s)-toro, o contorno
aparente planar tem 2r + 1 pontos duplos e 2s cuspides; (b) aplicacdo nao planar do (3n)-toro,
o contorno aparente planar tem 4 pontos duplos ; (c) aplicagdo nao planar do (4n + 6)-toro, o
contorno aparente nao planar tem seis pontos duplos.

Exemplo 4.4. A Figura 6 ilustra contornos aparentes de duas aplicagoes nao planares no plano
projetivo. Em (a) a aplicagdo do 14-projetivo (superficie homeomorfa a soma conexa dodo 6-
toro com a garrafa de Klein) tem trés curvas singulares e unica regidgo reqular nao orientada com
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Figura 5: Exemplo de contornos aparentes no n-toro

género 9. Uma das curvas singulares tem como vizinhan¢a uma faixa de Méebius e onze pontos
de cuspides. Em (b), a aplicagio do 15-projetivo (superficie homeomorfa a soma conexa dodo 7-
toro com o plano projetivo) tem quatro curvas singulares que separam a superficie em duas regioes
regulares com género 3, sendo uma orientada e outra nao orientada.

(3,0)

(0,3)

Figura 6: Exemplo de grafos de aplicagoes no plano projetivo.

5 Alguns resultados sobre grafos de aplicagoes estaveis

Denotamos por K? a garrafa de Klein (soma conexa de dois planos projetivos) e por T? a
superficie toro. Denotamos portT? a superficie orientada, soma conexa de t toros (t > 0) com a
2-esfera S? e por pP? a superficie ndo orientada, soma conexa de p planos projetivos (p > 0).

Uma aplicacdo do toro no toro f : T? — T?, pode ter grau d sem nenhum ponto singular. O
préximo resultado foi provado em [7] para o caso de superficies orientadas.

Proposicao 5.1. Se t, d, n sao nimeros inteiros positivos com t = d(n — 1) + 1, entdo o grafo
g(St O)(l,O) pode ser associado a uma aplicacdo de recobrimento f : tT? — nT? com grau d.
Em particular, 9270)(170) é grafo da aplicacdo identidade id : tT? — tT2.

Proposigao 5.2. O grafo (](% p)(l,O) pode ser associado & aplicagdo id : pP? — pP2.
Consequentemente, Q(%Q)(l,O) é grafo da aplicacdo id : K> — K2 e Q(%J)(l,O) é grafo da
aplicacdo id : P2 — P2,

Proposicao 5.3. O grafo Q?T 0)(1,0) pode ser associado a um recobrimento de duas folhas do
T-toro no P—projetivo quando P =T + 1.

Demonstragdo. Considere o 3-espago, com os eixos X, Y e Z. Seja M a imagem de uma imersao
da superficie TT? seguinte forma (ver Figura 7):

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0305 010305-5 © 2022 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0305

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

6
¢
a b a d( j b
i
(&) | (b) L : )
5F iY@ ("‘d'/
A8 ~ _/"‘\\T{j\c

Figura 7: Capas do recobrimento de duas folhas de 3P? e 4P2.

i) M é simetrica em relagao aos planos XY e Y Z;

ii) o plano XY intersepta M em T + 1 curvas fechadas, sendo que as curvas dos T' buracos de M
estao centrados no eixo X;

iii) o plano Y Z intersectando M em uma curva fechada quando ¢ é par e em duas curvas fechadas
para t impar, como ilustra a Figura 7.

Denotamos as duas componentes de M \ (Y Z N M) por por My e Ms e por U uma vizinhanga da
curva (YZ N M) da seguinte forma (ver [?]):

(a) T par, (YZ N M) tem uma componente de curva e U é uma regido homeomorfa ao cilindro.
Neste caso, a aplicagao antipoda leva M; sobre My e U é levado sobre uma faixa de Moebius
(plano projetivo menos um disco). Entao a imagem dessa aplicacdo é uma superficie nao
orientada com género P =2(L)+1=T+1.

(b) T impar, (YZ N M) tem duas componente de curva e U é uma regido homeomorfa ao toro
”menos dois discos”. Neste caso, a aplicacao antipoda leva M; sobre My e U é levado sobre
a garrafa de Klein "menos um disco”. Entao a imagem dessa aplicagao é uma superficie nao
orientada com género P =2(131) +2=T+1.

Logo, o T-toro é um recobrimento de duas folhas do P—projetivo quando P =T + 1. O

Teorema 5.1. [5] Todo grafo Q(ST P)(V, E) ¢ grafo de alguma aplicagdio estdvel f : M — N, onde
as superficies M e N sdo fechadas e o género de M € dado por 1 —V + E+T se M ¢ orientada,
caso contrdrio o género de M € dado por 2(1 -V +E+T)+ P —8S.

Demonstragao. O grafo Q(ST)P)(V, E) pode ser realizado por uma aplicagao estavel f : M — N,
sendo que se P > 0 a superficie M é nao orientada com género 2(1 -V +E+T)+P—-Se N
pode ser qualquer superficie ndo orientada (veja o Teorema 3.2 para N = P). Se p = 0 e o grafo
é bipartido, entdao pelo Teorema 3.1 o grafo g(ST P)(V, E) pode ser realizado por uma aplicagdo
estavel f: M — N, onde M é uma superficie orientada com género 1 —V + E + T. No caso em
que P = 0 e o grafo é nao bipartido, entao f tem grau diferente de zero se N é uma superficie
orientada. U

Corolario 5.1. Seja f: M — N wuma aplicagdo estdvel entre as superficies fechadas M e N.

1. Se N € uma superficie orientada, entao o grafo Q(ST P)(V, E) € bipartido se, e somente se, M
€ uma superficie orientada.
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2. Se N € uma superficie orientada e o grafo Q(ST P)(V, E) ¢ bipartido, entao P =S = 0.

3. Se N € uma superficie orientada e M é uma superficie nao orientada, entdo o grafo Q(ST P)(V, E)
€ nao bipartido e P = 0.

4. Se o grafo Q(ST P)(V, E) € bipartido e M é uma superficie nao orientada, entdo P > 0.

5. Se N € o plano projetivo e M € orientada, entao f € uma aplica¢do planar.

6 Consideracgoes Finais

Dada uma aplicagao estavel entre duas superficies fechadas, a defini¢do ja garante a existéncia do
seu grafo dual. Mostrar que existe uma aplicagao estavel entre duas superficies fechadas associada a
um dado grafo, com N fixado, nao é trivial. Isto equivale a determinar uma aplicacao que tem como
conjunto singular um dado conjunto de curvas sobre a superficie. Conhecer aplicagoes menores,
manipular bem as cirurgias de aplicagoes estaveis e as transi¢oes no espago de fungoes ajudar na
determinacao de aplicacoes com o conjuntos singulares pré-determinados. Para trabalhos futuros,
exibir um algoritimo para a construcao das aplicagoes para um dado grafo e também determinar
aplicagoes sem pontos de ctispides.
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