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Resumo. O câncer de mama é o mais incidente no mundo segundo dados da Organização Mundial
da Saúde. A doença apresenta diferentes fatores de risco, resultados e resposta aos tratamentos.
Através de um modelo matemático de equações diferenciais ordinárias, realizamos análise de es-
tabilidade local e estimamos parâmetros relacionados ao crescimento das células cancerosas e seu
tratamento, utilizando dados experimentais de duas linhagens celulares de câncer de mama tratadas
com paclitaxel e citrato de ródio (II). O modelo conseguiu representar o conjunto de dados expe-
rimentais em todos os casos apresentados, sendo que para a linhagem MDA-MB-231, o RMSE (do
inglês, root mean squared error, raiz quadrada do erro médio) associado ao processo de estimação
foi menor e o ICC (do inglês, intraclass correlation coefficient) foi maior.
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1 Introdução

Segundo dados publicados pela Organização Mundial da Saúde em 2021, o câncer de mama é o
mais diagnosticado no mundo [9]. No Brasil, é o mais incidente em todas as regiões (excluindo-se
os casos de câncer de pele não melanoma), tendo 66.280 novos casos estimados para cada ano do
triênio 2020-2022, o que representa cerca de 61 casos para cada 100 mil mulheres [5]. A doença,
de um ponto de vista biológico, é originada por inúmeras mudanças genéticas que alteram diversos
eventos celulares como a proliferação, apoptose e angiogênese, características essenciais que definem
o câncer [4].

Por se tratar de uma doença heterogênea, o câncer de mama apresenta diferentes fatores de
risco, resultados e resposta aos diferentes tipos de tratamento. Nas últimas décadas, houve um
esforço para compreender a história natural da doença e desenvolver e estudar estratégias de con-
trole do tumor primário e metastático. Isso pode ser feito através do uso de modelos matemáticos,
objetos que possuem a capacidade de descrever um sistema a partir da abstração e do formalismo
matemático. Através desses modelos é possível realizar análises e consequentemente extrapolar
situações originalmente analisadas, permitindo predições, manipulação de hipóteses e descrição
quantitativa de associações entre diferentes componentes de um sistema [1]. No contexto do cân-
cer, a modelagem matemática auxilia na compreensão e previsão de eventos como o crescimento
tumoral, além de permitir a busca de uma otimização entre protocolos terapêuticos, por exemplo.
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O objetivo deste trabalho foi realizar uma análise de estabilidade local e estimar parâmetros
de um modelo matemático de equações diferenciais ordinárias, que buscou descrever o crescimento
tumoral de duas linhagens celulares de câncer de mama sob dois tratamentos distintos. Para isso,
dados experimentais foram utilizados.

2 Modelo matemático
Apresentamos a seguir o modelo matemático proposto, onde não levamos em conta a população

de células normais. Baseado em [3] e considerando o número de células cancerosas, N(t), e a
concentração do agente quimioterápico, Q(t), o modelo é dado por:



dN

dt
= rN

(
1− N

k

)
− µ(1− e−Q)N,

dQ

dt
= q − λQ.

(1)

O parâmetro r denota a taxa de crescimento das células cancerosas, enquanto k representa a
capacidade de suporte do tumor. O parâmetro µ é a taxa de tratamento das células cancerosas, ou
seja, o termo µ(1−e−Q)N representa a quantidade de células cancerosas eliminadas pelo tratamento
utilizado. Assumimos que a droga mata todos os tipos de células e possui uma curva de resposta
exponencial do tipo F (Q) = µ(1− e−Q). Por fim, q representa a dose única de quimioterápico e λ
denota a taxa de eliminação da droga.

3 Resultados e Discussão
Utilizando o modelo, a análise de estabilidade local e o processo de estimação de parâmetros

são apresentados a seguir.

3.1 Análise de estabilidade local
Resolvendo o sistema (1) igualado à zero, obtemos dois pontos de equilíbrio:

• P1 =
(
0,

q

λ

)
: tratamento eficaz em eliminar células cancerosas,

• P2 =

(
k(α− µ+ r)

r
,
q

λ

)
: tratamento ineficaz em eliminar células cancerosas,

em que α = µ exp
(
− q

λ

)
. Para que um ponto de equilíbrio seja admissível do ponto de vista

biológico, seus componentes devem ser não negativos [7]. Nesse caso, o ponto P1 é admissível
enquanto que para P2, o ponto é não negativo se r > −α + µ. Seguindo a análise de estabilidade
local, a Tabela 1 traz os autovalores associados (Υ1 e Υ2) ao ponto P1 e P2.

Tabela 1: Autovalores associados aos pontos de equilíbrio.
Υ1 Υ2

Ponto P1 α− µ+ r −λ
Ponto P2 −α+ µ− r λ
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Analisando os autovalores, caso r > −α + µ, o ponto P1 é ponto de sela, enquanto P2 é
localmente assintoticamente estável. Caso contrário, temos que P1 é localmente assintoticamente
estável enquanto P2 é ponto de sela.

3.2 Estimações de parâmetros

O processo de estimação de parâmetros foi realizado através da ferramenta lsqnonlin disponível
no MATLAB ©4, que resolve problemas de ajuste de curva de mínimos quadrados não lineares da
forma:

min
x

||f(x)||22 = min(f2
1 (x) + f2

2 (x) + . . .+ fn(x)
2) (2)

Para isso, foi necessário fornecer o sistema (1), juntamente com suas condições iniciais e a função
objetivo a ser minimizada, que nesse caso é o erro quadrático médio (EQM) [6], definido por:

EQM =
1

n

n∑
i=1

(ŷi − yi)
2, (3)

em que ŷi representa os valores estimados e yi os n valores observados. Além do EQM, para cada
estimação obteve-se a raiz do erro quadrático médio (RMSE), dada por:

RMSE =

√∑n
i=1(ŷi − yi)

2

n
, (4)

e o coeficiente de correlação intraclasse (ICC), que tem a função de avaliar a consistência ou
conformidade entre duas ou mais medições quantitativas. A forma de ICC aqui considerada é dada
por:

ICC =
MSR −MSE

MSR + (k − 1)MSE + k
n (MSC −MSE)

, (5)

em que MSR é o quadrado médio das linhas, MSC o quadrado médio das colunas, MSE o EQM,
n o número de elementos (nesse caso, de dias que estamos observando o crescimento tumoral) e
k o número de dados/medições implementados. Segundo [8], um ICC excelente possui valor entre
0,90 e 1.

Neste trabalho, comparamos os valores reais de crescimento das linhagens celulares com os
valores estimados através do modelo proposto, Através dos dados fornecidos, da função objetivo
e da estimativa inicial x0, a ferramenta encontra um mínimo da soma dos quadrados e retorna
um vetor (ou matriz) de valores estimados. Algumas opções de otimização também podem ser
adicionadas ao ajuste.

O primeiro conjunto de dados utilizados para estimação foram fornecidos pela docente da UnB
Izabel C. R. Silva e consistiam em número de células/cm² em 24h, 48h e 72h da linhagem MDA-
MB-23, exposta a dois tratamentos distintos: paclitaxel (dose única com concentração molar 5 de
0, 05 µM (micromolar)) e o citrato de ródio (II) (dose única com concentração de 500 µM). A
Figura 1 mostra a curva ajustada de crescimento populacional celular da linhagem MDA-MB-231
tratada com paclitaxel 0,05 µM aos valores experimentais medidos, em que as condições iniciais
foram fornecidas com o conjunto de dados experimentais.

Na Figura 2 é mostrada a curva ajustada do crescimento da linhagem MDA-MB-231 aos dados
experimentais, só que desta vez tratada com citrato de ródio (II) 500 µM. Assim como no caso
anterior, as condições iniciais foram fornecidas com o conjunto de dados experimentais.

4Licença 41047170.
5A concentração molar é definida como a quantidade de um constituinte dividido pelo volume da mistura.
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Figura 1: Ajuste de curva do crescimento populacional da linhagem MDA-MB-231 com dados
experimentais de tratamento com paclitaxel q = 0,05µM considerando N(0) = 37500 células/cm²
e Q(0) = 0.
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Figura 2: Ajuste de curva do crescimento populacional da linhagem MDA-MB-231 com dados
experimentais de tratamento com citrato de ródio (II) q = 500µM e considerando N(0) = 37500
células/cm² e Q(0) = 0.

O segundo conjunto de dados experimentais foram retirados de [2] e são referentes à linhagem
MCF-7, também tratada com paclitaxel (com concentração de 50 µM) e com citrato de ródio
(concentração de 500 µM). Assim como no caso anterior, temos o número de células/cm2 em
24h, 48h e 72h. Para as estimações, as condições iniciais foram obtidas através de uma proporção
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Figura 3: Ajuste de curva do crescimento populacional da linhagem MCF-7 com dados experi-
mentais disponíveis em [2], tratada com paclitaxel q = 50µM e considerando N(0) = 227699,4
células/cm² e Q(0) = 0.

utilizando os dados disponíveis em [2] e os dados da linhagem MDA-MB-231 citados anteriormente.
Na Figura 3 é apresentada a curva ajustada de crescimento populacional celular da linhagem MCF-
7 tratada com paclitaxel 50 µM, a partir dos valores experimentais.

Na Figura 4 também é apresentada a curva de crescimento populacional da linhagem MCF-7,
só que desta vez ajustada aos dados de tratamento com citrato de ródio (II) 500 µM. O tempo de
simulação foi estendido para 100 dias, a fim de avaliar o crescimento dessa população, já que há um
decréscimo da viabilidade celular com o passar do tempo (24h e 48h) porém, em 72h, esse número
volta a crescer. Porém, esse crescimento não impactou na solução do modelo com os parâmetros
estimados.

Na Tabela 2 são apresentados os parâmetros estimados para cada um dos conjuntos de dados
experimentais e o respectivo RMSE associado.

Tabela 2: Parâmetros estimados e RMSE e ICC associados.
r µ λ RMSE ICC

MDA-MB-231 - paclitaxel 0,09 dia−1 7,85 dia−1 0,92 dia−1 2,55× 102 0,9993
MDA-MB-231 - citrato de ródio (II) 1,16 dia−1 1,62 dia−1 - 8,77× 102 0,9975

MCF-7 - paclitaxel 0,08 dia−1 0,5 dia−1 - 1,85× 104 0,9573
MCF-7 - citrato de ródio (II) 1,74 dia−1 1,55 dia−1 - 1,49× 104 0,9880

Além disso, utilizando esses valores realizamos uma análise de estabilidade do modelo (1) a fim
de avaliar a dinâmica do crescimento em cada um dos casos. Os resultados são apresentados na
Tabela 3. Para os 3 primeiros conjuntos de dados, temos que apenas o ponto P1, que representa
a situação livre do tumor e um cenário de possível sucesso do tratamento, é localmente assinto-
ticamente estável. Para o conjunto de dados da linhagem MCF-7 tratada com citrato de ródio
(II), apenas o ponto P2, que representa um cenário de possível falha do tratamento, é localmente
assintoticamente estável.
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Figura 4: Ajuste de curva do crescimento populacional da linhagem MCF-7 com dados experimen-
tais disponíveis em [2], tratada com citrato de ródio (II) q = 500µM e considerando N(0) = 329326
células/cm² e Q(0) = 0.

Tabela 3: Resultados da análise de estabilidade local do modelo (1) utilizando os valores e parâ-
metros estimados dos tratamentos das linhagem MDA-MB-231 e MCF-7 com paclitaxel e citrato
de ródio (II).

P1 P2

MDA-MB-231 - 0,05µM de paclitaxel (0, 0,0543) - Estável (−36,138× 104,−0,0543) - Sela
MDA-MB-231 - 500µM de citrato de ródio (II) (0, 10) - Estável (−3,9648× 104, 10) - Sela

MCF-7 - 50µM de paclitaxel (0, 2,5) - Estável (−1,8947× 106, 2,5) - Sela
MCF-7 - 500µM de citrato de ródio (II) (0, 10) - Sela (4, 3694× 104, 10) - Estável

A estimação envolvendo os dados da linhagem MDA-MB-231 tratada com paclitaxel foi a que
apresentou o menor RMSE associado e o maior ICC, e consequentemente a curva da solução do
modelo com esses parâmetros já estimados foi a que melhor representou o conjunto de dados experi-
mentais. Além disso, é possível notar que a curva da solução do modelo possui um comportamento
mais logístico, enquanto que para as demais curvas envolvendo os demais tratamentos, há um
comportamento de decrescimento exponencial. Isso pode ser explicado pelo fato de que o primeiro
resultado envolve uma concentração de quimioterápico (0,05µM) menor quando comparado aos
demais casos (50 e 500µM), o que impacta de maneira diferente no decrescimento dessas células.

Em [2] há a avaliação dos efeitos citotóxicos desses tratamentos em 3 linhagens celulares: MCF-
7, MCF-10A e 4T1. Como conclusão, tratamentos com citrato de ródio (II) causaram um efeito
citotóxico em ambas as linhagens, porém, esses efeitos diferem entre a mama normal (linhagem
MCF-10A) e células cancerosas (linhagem MCF-7). Para concentrações maiores que 200µM, a
citotoxicidade (que depende da dose e do tempo) nas células normais é maior do que nas células
cancerosas. Já em relação ao paclitaxel, o mesmo induziu a um efeito citotóxico mais intenso após
72h em todas as linhagens celulares quando comparado com o citrato de ródio (II). Isso corrobora
com os resultados apresentados, já que as curvas de solução do modelo mostram o número de
células cancerosas tratados com paclitaxel diminuindo de maneira mais lenta quando comparadas
com os tratamentos envolvendo citrato de ródio (II). Porém, no caso da linhagem MCF-7, não há
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a eliminação tumoral para o tratamento envolvendo o composto metálico. Uma hipótese é de que
por se tratar de uma concentração maior que 200µM, o efeito citotóxico da droga acaba diminuindo
nas células cancerosas, o que permite que o número de células volte a crescer. Porém, o mesmo
não ocorre com a linhagem MDA-MB-231 sob o mesmo tratamento.

4 Considerações Finais
Utilizando o modelo (1) e dados experimentais de duas linhagens celulares de câncer de mama,

foi possível estimar os parâmetros relacionados ao crescimento das células cancerosas e a eficiência
dos tratamentos em eliminar essas células. O modelo conseguiu representar o conjunto de dados
experimentais em todos os casos apresentados, sendo que para a linhagem MDA-MB-231 o RMSE
associado ao processo de estimação foi menor e o ICC maior. Além disso, com os valores obtidos
via estimação foi possível realizar análise de estabilidade local para corroborar com os resultados
teóricos apresentados.
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