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Resumo. Este trabalho tem como objetivo associar grafo de emparelhamento de arestas de
poligonos regulares ao contorno aparente de uma aplicagao estavel entre duas superficies fechadas e
orientadas. Este grafo determina uma condicido necessaria para identificar contornos aparentes de
aplicagoes planares.
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1 Introducao

A Teoria dos Grafos estuda as relagoes existentes entre diversos elementos que necessitam de
uma organizagao e compreensao dos dados. Essa estrutura matematica abstrata representa gra-
ficamente as relagbes existentes entre os elementos descritos em um espaco euclidiano com um
conjunto de vértices e arestas. Desde que Leonhard Euler associou grafo ao famoso problema das
sete pontes da cidade de Konigsberg, a Teoria dos Grafos vem ganhando mais espago, principal-
mente com o desenvolvimento da Ciéncia da Computagao. Estas aplicagoes sao importantes, nao
s6 apenas no ramo da matematica, mas também em diversas outras areas profissionais.

No estudo global das aplicagdes estdveis ( [3,8]) entre superficies, em [4, 6], foi provado que
qualquer grafo bipartido pode ser associado a uma aplicagao estavel entre duas superficies fechadas
e orientadas. Em [2], os autores estudaram outros tipos de grafos, os que sdo associados aos
emparalhamentos de arestas de poligonos regulares. Para obter novos grafos de emparelhamentos
de arestas, foram introduzidas cirurgias de emparelhamentos em [1,5]. Em [7], foram introduzidas
a extensdo e a contracao de grafos sobre uma superficie que também permite obter novos grafos
de emparalhemento, partindo do grafo de emparelhamento com unico vértice. A combinagao
da cirurgia, extensao de grafos e a troca de arestas, introduzida em [5], contribui e muito para
determinar novos grafos de emparelhamento de arestas. Fica uma pergunta: estas técnicas sao
suficientes para determinar todos os possiveis grafos de emparelhamento associado a uma superficie
com género g fixo?

Neste trabalho, associamos um grafo de emparelhamento de arestas de um poligono regular
sobre uma superficie fechada e orientada N ao contorno aparente de uma aplicagao estavel de uma
superficie fechada e orientada M, com o objetivo de determinar se uma aplicacao de grau zero é
uma aplicagao planar. Para isso, definimos um grafo par e mostramos, no Teorema 5.1, que uma
condicdo necessdria para que uma aplicacdo estavel f : M — N seja planar é que o nuimero de
intersecao de um grafo de emparelhamento par e o contorno aparente de f deve ser par.
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2 Emparelhamento de arestas de poligonos regulares

Ao longo deste trabalho, vamos considerar grafos conexos e superficies fechadas e orientadas.

Definigao 2.1. Seja G um grafo com Vg vértices e A arestas. O género do grafo G é o menor
numero n para o qual existe uma superficie fechada e orientada N com género n e um mergulho
t:G— N.

A caracteristica de G é dada por x(G) = Vg — A.

Sejam N uma superficie fechada e orientada com género n e ¢+ : G — N um mergulho.
Denotamos por G o grafo que representa a classe de todos os grafos sobre N difeomorfos a ¢(G),
cujo complemento também é homeomorfo a N\ ¢(G). Denotamos por F, o niimero de componentes
conexas do complemento N \ G. O ntmero F, depende do mergulho ¢ e é sempre menor que o
numero de ciclos do grafo, isto é, F, <1 — Vg + A.

Observacao 2.1. Se todas as F, componentes de N \ G sao regides simplesmente conezxas, entio
a caracteristica de Euler de N pode ser dada por x(N) = x(G) + F,.

Definigao 2.2. O grau de um vértice v do grafo G, denotado por deg(v), é o nimero de arestas
do grafo incidentes a v, sendo que o lago conta duas vezes no grau do vértices no qual € incidente.
O grafo G € dito grafo par se todos os seus vértices tem grau par.

Definicao 2.3. Seja v um vértice do grafo G (sobre N). Uma aresta vw € Gy € dita uma
extensao de v sobre N, quando os vértices u,w € G e a aresta uw podem ser obtidos por um
“estiramento” do vértice v. Nesse caso, dizemos que o grafo Gy € uma extensao do grafo G
sobre N, ou que G é uma contragao de Gi sobre N (ver Figura 1).

A extensdo de G serd dito par se pelo menos um dos vértices u e w de Gy tem grau par.
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Figura 1: Exemplos de extensoes de grafos sobre o toro.

Em [7], foi mostrado que o nimero de ciclos de um grafo G e o niimero de componentes conexas
do complemento M \ G sao invariantes em relagdo a extensao e a contragao de grafos (sobre N),
como ilustra a Figura 1.

Figura 2: Exemplos de extensoes de grafos sobre o toro.

Definigao 2.4. Um emparelhamento de arestas de um poligono regular P, com 2A lados,
sobre a superficie N € uma aplicagao quociente q : P — N que leva pares de arestas do bordo de
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P, sobre um arco de curva em N, correspondente a uma aresta do grafo, e leva k vértices de P
(k > 2) sobre um ponto de N, correspondente a um vértice do grafo (ver Figura 2).

Um grafo G € dito grafo do emparelhamento de arestas se coincide com a imagem do
bordo de P, para algum emparelhamento de arestas q: P — N.

Note que o emparelhamento g: P — N é uma aplicacao injetora no interior do poligono P.
A Figura 3 ilustra dois emparelhamentos do poligono com 10 arestas sobre o bitoro. O grafo tem
Ve =2e A=25. Todos os vértices tem grau 5. Os seguimentos de retas nos poligonos indicam os
pares de arestas que sao identificados no emparelhamento.

Zl»

I. / q
(a) * (b) -
Figura 3: Exemplos de extensoes de grafos sobre o toro.

Proposicao 2.1. [7] Se G é um grafo de emparelhamentos de arestas sobre a superficie N, entdo
X(G) =1-2n.

3 Grafos e curvas sobre superficies

Seja B uma curva fechada sobre N, imagem de uma aplicacdo do circulo S' sobre N, podendo
ter pontos duplos e pontos de ctispides isolados.

Definigao 3.1. Uma curva fechada B sobre N € dita estdvel se todas as suas auto-interseg¢oes sao
transversais. Ou seja, B nao tem pontos de tangéncias ou outras singularidades além de possiveis
pontos duplos e pontos de cuspides isoladas.

Definicao 3.2. As aplicacées suaves f,h: S' — N sdo homotdpicas se existe uma aplicac@o
H:S!' % [0,1] — N continua, tal que H(z,0) = h(x) e H(x,1) = f(x), para todo x € S*.

Definigao 3.3. Um grafo G serd dito transversal a uma curva B sobre N se o conjunto GN B
€ vazio ou se p € GN B entdao p nao € vértice de G e nem um ponto duplo ou cispide de B, além
disso a intersecao entre B e G em p ocorre de forma transversal (ver Figura 4).

O nimero de pontos na intersecao entre B e G serd denotado por #{G N B}

\‘(—a)’\*\ ‘@’ _@7@:
TN )

Figura 4: Transigoes: (a) e (b) entre curva e vértice com grau 4, (c) entre curva e aresta.

Lema 3.1. Seja v um vértice do grafo G transversal a uma curva estdvel B sobre N. Se By €
a curva homotdpica a B obtida pela transicao de arco o de B pelo vértice v, entio #(G N B) e
#{G N B} tem a mesma paridade.
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Demonstrag¢ao. Suponha que o vértice v tenha grau 2k, em que k > 1 (ver Figura 4). Se o arco «
intercepta r arestas de v, entao depois de passar por v, o arco passa a interseptar as 2k — r arestas
restantes de v. Logo, ambos os niimeros r e 2k — r sao pares ou impares. O

(a) (b) (c) (d)

Figura 5: Exemplos de extensoes pares de um vértice de grau 6.

Proposicao 3.1. Sejam B uma curva estdavel sobre N e Gy um grafo transversal a B obtido pela
a extensao par do grafo G, também transversal a B. Entio #{GN B} e #{G1 N B} tem a mesma
paridade.

Demonstragao. Seja v € G um vértice de grau K e uw a aresta de Gy obtida pela extensao par do
vértice v. Se u tem grau 2s, entdo w tem grau k — 2s 4+ 2 e pode ocorrer um dos dois casos:

i) uw N B = &, nesse caso, #{G N B} = #{Gy N B} (ver Figura 5 (b)).

ii) wwN B # &, neste caso, #{G N B} = #{G1 N B} £ 2s, para algum inteiro s > 0 (ver Figura
5 (c) e (d)), pois se na extensao digamos que o vértice u passa por um arco « de B, como u
tem grau par, pelo Lema 3.1, a paridade da intercecao é mantida.

Nos dois casos, a paridade do nimero de intercegao entre o grafo e By é mantida. O

4 Aplicagoes estaveis entre superficies

Sejam M e N superficies suaves. Denotamos por C*°(M, N) o espago de todas as aplicagoes
de classe C*° de M em N (com a C'*°-topologia de Whitney [3]).

Definicao 4.1. Duas aplicagoes f,g € C°(M,N) sao A—equivalentes quando existem difeo-
morfismos ¢ : M — M e 1) : N — N tais que g=1 o f o ¢~ L.

Uma aplicagio f € C(M,N) ¢é dita estdvel, se qualquer aplicagdo suficientemente prézima
de f é A—equivalente a f.

Segundo Whitney [9], se f é uma aplicagio estével, entdo, localmente em cada ponto p € M,
existem coordenadas locais (z,y) tais que f é dada por uma das seguintes formas: (z,y) — (x,y)

(p é ponto regular) ou (z,y) — (2%,y) (p é ponto de dobra) ou (z,y) — (zy — 2%,y) (p é
ponto de cuspide).

Definigao 4.2. Seja f: M — N wma aplicagao estdvel.

1. O congunto singular de uma aplicacdao estdvel f: M — N, serd denotado por Xf e estd
formado por um conjunto de curvas, simples e disjuntas sobre M.

2. O conjunto By = f(Xf), imagem do conjunto singular, é chamada de contorno aparente ou
conjunto de ramificagcao de f e estd formado por curvas estdveis com pontos de cuspides
isolados.
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Uma regiao conexa M; de M\ X f é dita positiva se f preserva a sua orientagao. Caso contrario,
M; é dita negativa. Dado um ponto ¢, valor regular de f: M — N, atribuimos sinais de +1 para
cada ponto de sua pré-imagem, composta por um niimero finito de pontos {z1,--- ,2,} = f~1(q),
de acordo com o sinal positivo/negativo da regido conexa regular de M em que se encontra. Com
isto, podemos definir o grau local de f em ¢ como segue:

Definicao 4.3. Sejam M e N superficies fechadas e orientadas e f: M — N uma aplica¢do
estdvel. O grau local de f em p € N, denotado por deg, f, € a soma dos sinais atribuidos a cada
ponto de f~1(p) sobre M.

O grau de f, denotado por deg f, é o valor de deg, f, constante para cada ponto p € N (valor
regular de f).

Observagao 4.1. O grau de uma aplicagdo estdvel f: M — N é um invariante homotdpico, ou
seja, se f e g sao aplicagoes homotopicas, entdo deg f = deg g. Além disso, se f € a aplicacdo
identidade, entdo deg f = 1.

Se M ¢é uma superficie fechada e orientada, entao X f esta formado por um conjunto de curvas
fechadas, simples e disjuntas sobre M. O conjunto regular M \ X f, estd formado por um ndmero
finito de regides conexas, que sdo imersas em N por f. Em [4, 6], foram associados grafos com
pesos nos vértices as aplicacoes estaveis, entre superficies fechadas e orientadas, da seguinte forma
(ver Figura 6): cada regiao regular de M \ X f corresponde a um vértice v do grafo; cada curva «
de X f corresponde a uma aresta a do grafo; uma aresta a conecta o vértice v se, e somente se, a
curva singular correspondente a a estd no bordo da regiao regular correspondente a v; um vértice
v recebe o peso w se a regido regular correspondente a v tem género w (soma de w toros).

........... S
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Figura 6: Exemplo de grafos de aplicagoes estaveis da 2-esfera sobre N.

Definigao 4.4. O grafo G(V,E,W) associado a aplicag¢io estdvel f: M — N € chamado de
grafo dual de f, onde V, E e W denotam, respectivamente, o numero de vértices, o numero de
arestas e o peso total do grafo.

Proposicao 4.1. [6] Se G(V,E,W) € o grafo dual da aplicagio estdvel f: M — N, entdo a
superficie fechada e orientada M tem caracteristica de Euler dada por x(M)=2(V—-E—-W)eo
género dado por g(M)=1-V + E+4+ W.

O grafo G(V, E, W) é um invariante topoldgico da aplicacéo estavel f: M — N, que classifica
por completo a topologia do par (M,Xf) e tém contribuido para diferenciar aplicagoes estaveis
com conjunto singulares nao difeomorfos em M, mas que tém contornos aparentes iguais sobre IV,
como ilustra a duas aplicacoes da 2-esfera na Figura 6.

5 Aplicacgoes planares sobre superficies fechadas

Uma regiao sobre N é dita simplesmente conexa se é homeomorfa a um disco. Denotamos por
Dy uma regiao simplesmente conexa em N.

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0250 010250-5 © 2022 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0250

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

Definigao 5.1. Uma aplicagao f: M — N € dita aplicagao planar se f € homotopica a alguma
aplicagao h: M — N, tal que h(M) C Dy.

S
(a) (b) (c)

Figura 7: Aplicagées no 3-toro: (a) planar; (b) nao planar com grau zero; (c) com grau um.

Note que toda aplicacao planar tem grau zero, pois o grau ¢é invariante pela homotopia. A Figura
7 ilustra contornos aparentes sobre o 3-toro, com seus grafos associados, onde: (a) aplicagdo planar
do 6-toro com duas curvas singulares; (b) aplicagdo ndo planar do 9-toro, com grau zero e cinco
curvas singulares; (b) aplicagdo do 8-toro com grau um e tnica curva singular.

Definigao 5.2. Uma aplicagdo estdvel f: M — N possui contorno aparente planar se existe
alguma aplicacao estavel h: M — N, tal que By, C Dy, os conjuntos singulares Xf e X h sao
difeomorfos em M e os contornos aparentes By e By sdo difeomorfos em N.

A Figura 7 ilustra contornos aparentes planares em (a) e (¢) j4 em (b) o contorno aparente é
nao planar. Note que o contorno aparente planar nao implica em uma aplicagao planar e aplicagoes
planares podem néo ter contornos aparentes planares. Se f: M — N é uma aplicagdo estavel,
lembramos que By é um conjunto de curvas estdveis com possiveis pontos duplos e pontos de
cuspides isolados. Como consequéncia da Proposicao 5.1, temos o seguinte resultado.

Lembrando que as curvas do contorno aparente By, de uma aplicagao estavel f: M — N,
sao estaveis com possiveis pontos duplos e pontos de cuspides isolados. Como consequéncia da
Proposicao 5.1, temos o seguinte resultado.

Proposigao 5.1. Sejam f: M — N wuma aplicacao estavel e G um grafo de emparelhamento
transversal a By (sobre N). A extensio par de G sobre N mantém a paridade do nimero de
pontos na interse¢do entre os grafos de emparelhamento e o contorno aparente By.

A Figura 8 ilustra dois exemplos de grafos de emparelhamentos sobre o contorno aparente
planar no 3-toro, dado na Figura 7(a). Em (a), o grafo par e tem Vg =1e A =6 ¢ em (b) o grafo
par tem Vg =4 e A =9 e pode ser obtido por uma extensao par do grafo em (a).

Figura 8: Exemplo de extensao de grafo de emparelhamento sobre o contorno aparente.

Teorema 5.1. Sejam f: M — N wma aplicacao estdvel planar e G um grafo de emparelhamento
de arestas transversal a By sobre N. Se G € um grafo par, entdo o nimero #{G N By} € par.
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Demonstragdo. Por definicao, se f é planar, entao existe alguma aplicagao estavel h: M — N
homotépica a f, tal que B, C Dy, com Dy C N\ G. Seja H: M x I — N, em que I = [0, 1],
um caminho no espago das fungoes suaves entre h e f, tal que Ho(z,0) = h(z), H(z,1) = f(z) e
H, = H(x,t), para t € I. Como G é um grafo par, ao longo deste caminho, o nimero #{G N By, }
sempre altera por +2, pela Lema 3.1. Como a alteracao sempre se dé aos pares, até chegar em f,
o total de pontos #{B; N G} é par. O

Observagao 5.1. Uma condi¢cao necessdria para que f seja uma aplica¢do planar é que o numero
de pontos na intersecao By NG seja par. Esta condigdo nao € suficiente, pois f pode ter contorno
aparente planar com {By NG} =0 e ndo ser uma aplicagdo planar.

6 Consideracgoes Finais

Dada uma aplicagao estavel f, entre duas superficies fechadas e orientadas M e N, o grau de f
pode ser dado pelo grau de um ponto de p € N. Se f(M) pode ser arrastado por homotopia, para
dentro de uma regiao simplesmente conexa, entao podemos afirmar que a aplicagdo é de grau zero
e 0 Teorema 5.1 d4 uma condicao necessaria para determinar se esta aplicagao é planar. Buscar
condigoes suficientes para que f seja uma aplicagao planar, pode ser um trabalho futuro.
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