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RESUMO

Neste trabalho faremos uso do Teorema de Banach para demonstrar a existência e a unicidade de
solução para uma equação do tipo de Kirchhoff. A equação apresentada a seguir possui aplicações no
estudo de vibrações livres em cordas elásticas (recomendamos[1], [3] e [4]):{

−M(||u′||22)u′′ = f(t, u, u′),
u(0) = u(1) = 0.

(1)

onde M : R+ → R+ e f : [0, 1] × R × R. Vamos determinar solução para (1) baseado nos resultados
apresentados em [2], trabalharemos no espaço de Banach E = {u ∈ C ′[0, 1];u(0) = u(1) = 0} com
a norma ||u||E = ||u′||∞ = max

t∈[0,1]
|u′(t)|. As soluções de (1) podem ser escritas da seguinte forma:

u(t) =

∫ 1

0
G(t, s)

f(s, u(s), u′(s))

M(||u′||22)
ds, onde G(t, s) =

{
t− ts, t ≤ s;
s− st, s ≤ t. Deste modo u é solução de

(1) se for ponto fixo do operador T : E → E definido por:

(Tu)(t) =

∫ 1

0
G(t, s)

f(s, u(s), u′(s))

M(||u′||22)
ds.

Vamos estabelecer a existência e unicidade de solução, para isto consideremos a sequência iterativa

(i) uk+1 = T (uk) (2)

(ii) uk+1(t) =

∫ 1

0
G(t, s)

f(s, uk(s), u
′
k(s))

M(||u′k||22)
ds.

As seguintes hipóteses serão necessárias:
(S1) Existem constantes positivas α, A e B tais que A ≤M(||u′||22) ≤ B, ∀u ∈ E, com ||u||E ≤ α.

(S2) α e A cumprem max
(s,u,v)∈[0,1]×[−α

2
,α
2
]×[−α,α]

|f(s, u, v)| ≤ αA

d1
; onde d1 = max

t

{∫ 1

0
|∂G(t, s)

∂t
|ds
}

.

(S3) Existe λM > 0, tal que |M(u)−M(v)| ≤ λM |u− v|,∀u, v ∈ [−α, α];
(S4) Existe λf > 0 com |f(s, u, u′) − f(s, v, v′)| ≤ λf max |u− v|, |u′ − v′| onde s ∈ [0, 1], u, v ∈[
−α
2
,
α

2

]
e u′, v′ ∈ [−α, α];

(S5) Vale a seguinte desigualdade
2λMα

2

A
+
Bλfd1
A2

< 1.

Teorema 1. Suponha que (S1)-(S5) ocorra. Então (1) possui solução iterativa com ||u||E ≤ α.
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Demonstração: Primeiramente, mostraremos que T : B[0, α]→ B[0, α], ondeB[0, α] = {u ∈ E; ||u||E ≤ α}.
De fato, se u ∈ B[0, α], temos:

||(Tu)′||∞ = max
t

{∣∣∣∣∫ 1

0

∂G(t, s)

∂t

f(s, u(s), u′(s))

M(||u′||22)
ds

∣∣∣∣} ≤ max
s
|f(s, u, u′)| 1

M(||u′||22)

∫ 1

0

∣∣∣∣∂G(t, s)∂t
ds

∣∣∣∣ ,
de (S1) e (S2) obtemos: ||(Tu)′||∞ ≤

(
αA

d1

)
1

M(||u′||22)
d1 ≤

αA

d1

(
1

A

)
d1 = α ⇒ ||(Tu)′||∞ ≤ α.

Portanto, T : B[0, α] → B[0, α]. Vamos mostrar que T é uma contração e então obter o resultado do
Teorema do Ponto Fixo de Banach. Segue de (S2), (S3) e (S4) que

||(Tu− Tv)′||∞ = max
t

{∣∣∣∣∫ 1

0

∂G(t, s)

∂t

[
f(s, u(s), u′(s))

M(||u′||22)
− f(s, v(s), v′(s))

M(||v′||22)

]
ds

∣∣∣∣}
≤ d1max

s

{∣∣∣∣f(s, u(s), u′(s)M(||u′||22)
− f(s, v(s), v′(s))

M(||v′||22)

∣∣∣∣}
≤ d1

1

A2
max
s
|M(||v′||22)f(s, u(s), u′(s))−M(||u′||22)f(s, v(s), v′(s))

≤ d1
A2

[|M(||v′||22)−M(||u′||22)|max
s
|f(s, u(s), u′(s))|+

M(||u′||22)max
s
|f(s, u(s), u′(s))− f(s, v(s), v′(s))|]

≤ d1
A2

[
λM |||v′||22 − ||u′||22

(
αA

d1

)
+Bλf ||u′ − v′||∞

]
.

Note que |||v′||22 − ||u′||22| =
∣∣∣∣∫ 1

0
([v′(s)]2 − [u′(s)]2)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|[v′(s) + u′(s)][v′(s) − u′(s)]|ds ≤

||u′ + v′||∞||u′ − v′||∞, assim

||(Tu− Tv)′||∞ ≤ d1
A2

[
λM ||u′ + v′||∞||u′ − v′||∞

(
αA

d1

)
+Bλf ||u′ − v′||∞

]
≤ d1

A2

[
λM (2α)(||u′ − v′||∞)

(
αA

d1

)
+Bλf ||u′ − v′||∞

]
≤

(
2λMα

2

A
+
Bλfd1
A2

)
||u′ − v′||∞.

Segue de (S5) que T : B[0, α]→ B : [0, α] é uma contração. �

Este estudo encontra-se em fase inicial e pretendemos além de explorar os resultados teóricos forne-
cidos pelo Teorema de Ponto Fixo de Banach vamos também realizar testes numéricos com algoritmos
baseados na sequencia iterativa definida em (2).
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