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Resumo. O problema de otimizagao de menor valor ordenado (LOVO) envolve minimizar o minimo
entre um numero finito de valores de funcao sobre um conjunto viavel. Possui diversas aplicagbes
praticas, tais como alinhamento de proteinas, estimacao robusta de parametros, otimizacao de
portfolio, entre outros. Neste trabalho, estamos interessados no problema LOVO de otimizagao
nao linear restrito, sujeito a um conjunto convexo, fechado e nao-vazio, onde cada fungao é do tipo
blackbox e continuamente diferenciavel. Neste sentido, apresentamos um algoritmo de regido de
confianga sem derivadas para problemas LOVO com restrigoes, o qual converge globalmente para
pontos fracamente criticos sob condi¢des adequadas.
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1 Introducao

Considere o seguinte problema LOVO de otimizac¢ao nao linear restrito

glelgfmin(x) :IIDEISI)lmIH{fl((E),...,fT((E)}, (1)
onde ) C R™ é um conjunto convexo fechado e nao-vazio, e f; : R® - R, ¢ =1,...,r, sao fungoes

do tipo blackboz (caixa preta), para os quais ndo temos informagoes acerca de suas derivadas de
primeira ou segunda ordem.

Problemas LOVO possuem diversas aplicagoes, dentre as quais podemos destacar alinhamento
de proteinas [1, 2, 11, 13|, estimagao robusta de parametros [2, 4, 10, 16], otimizacao de portfolio
[3, 11] e busca de padroes ocultos em conjuntos de dados [2]. Dadas as especificidades deste tipo
de problema, diversos autores desenvolveram versdes LOVO de algoritmos classicos de otimizagao
continua, tais como os algoritmos de Levenberg-Marquardt [4, 10, 16], Lagrangiano Aumentado [2,
12], Regiao de Confianga [1] e Busca Linear [2, 13].

Este artigo é organizado como segue. Na Secdo 2 introduzimos nosso algoritmo de regiao
de confianca sem derivadas para problemas LOVO. Na Secao 3, discutimos aspectos de anélise
de convergéncia e estabelecemos resultados de convergéncia global. Por fim, realizamos algumas
consideragoes finais na Secao 4.

Por conveniéncia de notagdo, ||-|| denota a norma euclidiana para vetores e matrizes, Z =
{1,2,...,r} e B(z*,8) = {z e R" | ||z — 2*| < 6}
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2  Algoritmo de Regiao de Confianga Sem Derivadas

No intuito de nos auxiliar na descricao do algoritmo e na exposi¢ao dos resultados teoricos,
considere a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1. [4, Defini¢io 1] Dado um ponto vidvel x € Q, definimos o conjunto de fungoes
minimo de fumin em x como Iyin(x) :={i € {1,...,7}| fi(x) = fmin(2)}.

Consideramos as seguintes hipoteses acerca da fungao objetivo:

H1 Para cada indice ¢ € Z, a funcao f; : R® — R é continuamente diferenciavel, e possui
gradiente Vf; : R — R” Lipschitz continuo, com constante de Lipschitz L; > 0, em um
dominio aberto e limitado X C R™, suficientemente grande.

H2 A fungdo f;, para i € Z, é limitada inferiormente em Q C R"™, isto é, existe uma constante
M; € R tal que f;(x) > M;, para todo = € Q.

Observe que, se a Hipotese H2 é valida e M := min;ez{M,}, entdo temos que fmin(z) > M,
para todo x € €.

2.1 Estrutura de Regiao de Confianca

O algoritmo descrito nesta segdo é baseado na estrutura de regidao de confianga apresentado
em [7, 18]. A cada iteracdo k € N, consideramos o iterando corrente z; € 2 e escolhemos um
indice ix € Zmin(zx) conforme indicado pelo Algoritmo 2, presente na Segdo 2.2. Na sequéncia,
construimos um modelo quadratico para f;,, o qual assume a forma

1
my () = my (2 +8) = bp + &1 s + §STH1€S7 (2)

onde s =z —xp € R, b € R, g € R" e H € R™" & uma matriz simétrica. Em [1], uma
abordagem semelhante ¢ realizada tomando g = Vf;, (zx) e Hy = V2f,, (zx). Note que para
cada iteracao k esta associado um tnico indice iy € Zinin(zx), desse modo, ocultaremos a indicagao
de tal indice na definigao do modelo e de outras expressoes que dependem da escolha do indice.
Seguimos as ideias desenvolvidas em [14, 18] de empregar dois raios distintos: d; > 0, relaci-
onado & qualidade do modelo, e Ay > 0, associado & regido de confianga. Neste sentido, iremos

assumir que o modelo my(z) é construido satisfazendo a seguinte hipotese:

H3 Existe uma constante x, > 0 tal que, para todo k € N, |V f;, (z) — Vmy(z)| < k40, para
todo z € X N B(xyg, d), onde iy € Tnin(zk) € o indice associado a my.

Considere a medida de estacionariedade em xzj para o problema de minimizar o modelo my
sobre o conjunto  por 7, = | Pa(xr — k) — zk||, onde Py denota a projecao ortogonal sobre €2,
a qual existe uma vez que o conjunto é convexo e fechado [7, 15].

A cada iteragdo k € N, dado um raio Ay > 0, aplicamos o modelo (2) para encontrar uma
solucdo aproximada dj € R™ para o subproblema de regiao de confianga

minimizar mg(zx + d)
sujeito a  xp +d € Q (3)
Hd” < Aka

de modo a determinar um novo ponto zj + di € €2, onde esperamos que haja um decréscimo no

valor de func¢ao. O ponto é aceito como novo iterando quando a razao entre as redugoes real e

prevista

~ fmin(Tk) — fmin(zk + di)
mk(xk) — mk(a:k + dk)

Pk (4)
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é maior ou igual a uma constante fixada n > 0. Neste caso, o novo iterando é dado por z;41 =
x) + di, o modelo é atualizado e o raio da regiao de confianca A possivelmente é aumentado. Por
outro lado, se p < 7, rejeitamos o passo e A é diminuido.

Para que possamos garantir a convergéncia global do algoritmo, assumiremos que a solucao do
subproblema de regido de confianca (3) satisfaz a seguinte hipotese:

H4 A direc¢ao dj, € R™, solugdo do subproblema de regiao de confianca (3), satisfaz a condicao
de decréscimo suficiente

. Tk
mg(zy) — mg(xg +dg) > O min ————— A ,1},
(o)~ el -+ ) > mmin { T

onde 6 > 0 é uma constante que independe da iteragao k e da escolha do indice iy, € Ziin(zk)
associado a my,.

2.2 Algoritmo

Nesta segao, apresentamos um algoritmo de regiao de confianga sem derivadas genérico para
problemas LOVO, sem especificar as fases de atualizacdo do modelo my ou a solu¢do do subpro-
blema (3). O algoritmo é baseado nas ideias discutidas em [1] e nos algoritmos propostos em |[5,
18].

Algoritmo 1: ALGORITMO LOVO REGIAO DE CONFIANGA SEM DERIVADAS
Entrada: 20 € Q, >0, 0<dp <Ap, 0<nn <1 <<y, me(0,1),0<n<n <n, =0,
1 S Fma.x S N.

1 parak=0,1,... faga
2 se k = 0 entao
3 ‘ Escolha ig € Zpmin(20)-
4 senao
5 ‘ Atualize o indice i, e os raios da regiao de amostra d; e de confianca A usando o Algoritmo 2.
6 fim
7 Construa o modelo my,.
8 se 0 > P entao
9 ‘ Faga dpq1 = 710k, di =0, pp = 0, 241 = 2, e escolha Apyy € [dpp1, Mg
10 senao
11 Encontre uma solucdo solugio aproximada dy, para (4) satisfazendo a Hipdtese H4.
12 Calcule py por (5).
13 se pp > 1 entao
14 | Faca xpy1 = xp + di.
15 senao
16 | Faca xpy1 = xp.
17 fim
18 Faca
7104, S€ P < 113 TI A, se pr < M
(s-’H-l = Tgﬁk, se pp > 13 e ”dR” = Ak; e Ak+1 = TgAk, se pp > e ”dkll = Ak;
O, caso contrario; Ay, caso contrario.
19 fim
20 Faca k =k + 1.
21 fim

Figura 1: Algoritmo 1 - LOVO Regiao de Confianga sem Derivadas.
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Algoritmo 2: MECANISMO DE ATUALIZAGAO DO INDICE
Entrada: 6,1 >0, A 1>0, pp 1 €R i1 €N TEN Apg>0,1<73,m €(0,1),0<n<n,
FlIl‘dX S N

1 se pp—1 > n entao

2 Escolha iy, € Tin ().
3 se iy # ij_1 entao
4 se pr_1 = 1 entao
5 ‘ Faca I' = 0.
6 fim
7 se I' < T« entao
8 ‘ Faca 8, = m30,_1, A =II1{LX{T3A;€_1:AU} ell=T+1.
9 fim

10 fim

11 senao

12 ‘ Fa,(ga J,]\, = ’i’kfl'

13 fim

Figura 2: Algoritmo 2 - Mecanismo de Atualizacio do Indice.

3 Analise de Convergéncia

Nesta secao, apresentamos alguns resultados de convergéncia global sob as hipdteses estabe-
lecidas anteriormente. Mais especificamente, mostramos que todo ponto de acumulacao de uma
sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 é estacionario para algum indice i € Z e, consequentemente, é
um ponto fracamente critico para o problema (1).

Observe que estamos assumindo que o modelo my, é reconstruido a cada iteragao, assim como
[18]. Em [17], discutimos como construir modelos satisfazendo as hipoteses adotadas neste trabalho,
em especial, a Hipotese H3. Além disso, mostramos que modelos quadraticos determinados e
subdeterminados construidos sobre conjuntos de amostra A-posicionados podem ser empregados.
Do ponto de vista pratico, a reconstrugao dos modelos a cada iteragao do algoritmo possui alto
custo computacional, e pode ser substituida por estratégias mais eficientes, como os mecanismos
para atualizagdo de modelos apresentados em [8, 14].

O lema a seguir estabelece que a matriz hessiana do modelo my, é limitada, sendo analogo a
[18, Lema 1].

Lema 3.1. Suponha que as Hipdteses HI e H3 sao vdlidas. Entao, para toda iteragio k € N,
|Hg|| < kg — 1, onde kg :=2kg+ L+ 1 e L := max;ez{L;}.

De maneira analoga a [5, 18], considere os seguintes conjuntos de indices
S={keN|p=nteS={keN|p>mn} (5)

Note que S C S. O préximo lema é analogo a [5, Lema 3.1] para problemas LOVO e afirma que
se o raio da regiao de confianca é suficientemente pequeno, entéo a iteracao seré de sucesso.

Lema 3.2. Suponha que as Hipdteses H1, H2 e Hj sao vdlidas e considere o conjunto

K:{keN:Ak<min{m7(1_m)m,5wk,1}}, (6)

Ry C

L+kg+ =L

onde ¢ := 7 2. Entdo, se k € K, temos que k € S.
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Como mencionado anteriormente, o raio da regiao de amostra §; controla a qualidade do modelo.
Mais especificamente, a Hipotese H3 nos diz que quanto menor for o valor do raio de amostra,
melhor o modelo representara a funcdo f;, . Portanto, é razoavel esperar que d; va para zero. O
lema a seguir é baseado em [18, Lema 3| e nos mostra que isso de fato ocorre.

Lema 3.3. Suponha que as Hipdteses H1, H2, H3 e H/ sao vdlidas. Entao a sequéncia {0k }ren
converge para zero.

Agora, apresentamos um resultado de convergéncia fraca para o problema de minimizar o
modelo my na regidao viavel €.

Lema 3.4. Suponha que as Hipdteses H1, H2, H3 e Hj sao vdlidas. Entao a sequéncia {my}ren
admite uma subsequéncia que converge para zero.

O corolario a seguir é uma consequéncia direta do lema acima.

Corolario 3.1. Suponha que as Hipdteses H1, H2, H3 e H/ sao vdlidas. Entao existe um indice
i € T que se repete para um numero infinito de iteragoes tal que limge 7 T, = 0, onde J = {k €
N | i =i}.

Se assumirmos um decréscimo suficiente na funcdo objetivo tomando n > 0 no Algoritmo 1,
podemos provar que qualquer subsequéncia de {7 }ren, na qual o mesmo indice i € Z é escolhido
para um ndamero infinito de iteragoes, converge para zero.

Lema 3.5. Suponha que as Hipoteses H1, H2, H3 e H/ sdo vdlidas e n > 0. Seja i € Z um indice
escolhido para um nimero infinito de iteragoes. Entao, limge 7 mp =0, onde J = {k € N | i, =i}.

O teorema a seguir é o resultado principal deste trabalho. FEle estabelece um resultado de
convergéncia global fraca para pontos estacionarios de primeira ordem. Adotamos a medida de
criticalidade dada por ||Pq(x — V f(x)) — ||, proposto por [6] para problemas de otimizagao envol-
vendo fungodes continuas f em um conjunto viavel convexo 2. Esta medida de criticalidade também
¢ mencionada em [7, Segao 12.1.4], dada sua interpretagdo geométrica simples, e é empregada em
[5, 9, 18] para estabelecer resultados de convergéncia global.

Teorema 3.1. Suponha que as Hipdteses H1, H2, H3 e Hj sao vdlidas. Seja {xy }ren uma sequén-
cia gerada pelo Algoritmo 1. Entao,

1. Sen =0, entao
lim klilgo Pa(zr — Vfi, (2)) — zxl| = 0.

Além disso, existe um indice i € T escolhido para um nimero infinito de iteragoes tal que
lim [[Pa(er =V fi. (2x) — 2l =0,

onde J ={k € N | i, =i}.
2. Sen >0 eiecI éum indice qualquer escolhido para um nimero infinito de iteragoes, entao

li - i - = 07
lim [Pa(zr — V fi, (vx)) — x|l
onde J ={k € N | iy, =i}.

P

3. Se i € T é wm indice escolhido para wm numero infinito de iteragoes e z, € R™ € um
ponto de acumulagdo para a subsequéncia {xy}res C {zk}ren gerada pelo Algoritmo 1, onde
J ={keN |i, =i}, entdo i € Tpin(xs).
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O Teorema 3.1 estabelece que se n > 0 e x, € R™ é um ponto de acumulagao de uma sequéncia
{z) }ren gerada pelo Algoritmo 1, entdo é possivel construir uma subsequéncia {x}res que con-
verge para ., onde J = {k € N | i, = i}, e z* satisfaz uma condicdo necesséaria de otimalidade
do tipo gradiente projetado para o problema

minimizar  f;(x) (7)

sujeito a x € (Q,

isto &, z* é um ponto estacionério de primeira ordem para o problema (7) (ver [6] e [7, p. 450]).
A definicao e os corolarios a seguir nos ajudam a compreender o Teorema 3.1 da perspectiva

da teoria classica dos problemas LOVO.

Definigao 3.1. [2, p. 05] Dado z. € Q CR" e estabelecida uma condi¢io necessdria de otimali-
dade, a qual denotaremos por CNO, para o problema (7), dizemos que

1. z, € fortemente critico se satisfaz CNO para (7), para todo i € I in(xy).

2. x, € fracamente critico se existe i € Iyin(xs) tal que x, satisfaz CNO para (7).

Corolario 3.2. Suponha que as Hipoteses H1, H2, H3 e H/ sdo vdlidas em > 0. Se x, € R" é um
ponto de acumulagio de uma sequéncia {xk}ren gerada pelo Algoritmo 1, entdo x. € fracamente
critico.

Corolario 3.3. Suponha que as Hipoteses H1, H2, H3 e Hj sdo vdlidas. Se o Algoritmo 1 gera
uma sequéncia {xytren que converge para x, € R™, entdo x, € fracamente critico.

4 Consideracgoes Finais

Neste artigo introduzimos uma nova classe de métodos para otimizacao de menor valor orde-
nado, ao considerarmos uma abordagem baseada em otimizacao sem derivadas. Apresentamos um
algoritmo de regiao de confianga sem derivadas para problemas LOVO blackboxr com restrigoes, o
qual é baseado em [1, 5, 18].

Também discutimos resultados de convergéncia global para o algoritmo, adotando hipoteses
comuns para métodos de regiao de confianga sem derivadas, assim como tais resultados podem ser
interpretadas do ponto de vita da teoria classica dos problemas LOVO.

Futuros trabalhos podem estudar aspectos de convergéncia local, e de convergéncia global para
pontos fortemente criticos. Assim como estender a abordagem adotada neste artigo para problemas
de Valor Ordenado (OVO), o estudo de problemas OVO com ruidos.
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