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Resumo. O problema de otimização de menor valor ordenado (LOVO) envolve minimizar o mínimo
entre um número finito de valores de função sobre um conjunto viável. Possui diversas aplicações
práticas, tais como alinhamento de proteínas, estimação robusta de parâmetros, otimização de
portfólio, entre outros. Neste trabalho, estamos interessados no problema LOVO de otimização
não linear restrito, sujeito a um conjunto convexo, fechado e não-vazio, onde cada função é do tipo
blackbox e continuamente diferenciável. Neste sentido, apresentamos um algoritmo de região de
confiança sem derivadas para problemas LOVO com restrições, o qual converge globalmente para
pontos fracamente críticos sob condições adequadas.
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1 Introdução

Considere o seguinte problema LOVO de otimização não linear restrito

min
x∈Ω

fmin(x) = min
x∈Ω

min{f1(x), . . . , fr(x)}, (1)

onde Ω ⊂ Rn é um conjunto convexo fechado e não-vazio, e fi : Rn → R, i = 1, . . . , r, são funções
do tipo blackbox (caixa preta), para os quais não temos informações acerca de suas derivadas de
primeira ou segunda ordem.

Problemas LOVO possuem diversas aplicações, dentre as quais podemos destacar alinhamento
de proteínas [1, 2, 11, 13], estimação robusta de parâmetros [2, 4, 10, 16], otimização de portfólio
[3, 11] e busca de padrões ocultos em conjuntos de dados [2]. Dadas as especificidades deste tipo
de problema, diversos autores desenvolveram versões LOVO de algoritmos clássicos de otimização
contínua, tais como os algoritmos de Levenberg-Marquardt [4, 10, 16], Lagrangiano Aumentado [2,
12], Região de Confiança [1] e Busca Linear [2, 13].

Este artigo é organizado como segue. Na Seção 2 introduzimos nosso algoritmo de região
de confiança sem derivadas para problemas LOVO. Na Seção 3, discutimos aspectos de análise
de convergência e estabelecemos resultados de convergência global. Por fim, realizamos algumas
considerações finais na Seção 4.

Por conveniência de notação, ∥·∥ denota a norma euclidiana para vetores e matrizes, I =
{1, 2, . . . , r} e B(x∗, δ) = {x ∈ Rn | ∥x− x∗∥ ≤ δ}.
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2 Algoritmo de Região de Confiança Sem Derivadas
No intuito de nos auxiliar na descrição do algoritmo e na exposição dos resultados teóricos,

considere a seguinte definição.

Definição 2.1. [4, Definição 1] Dado um ponto viável x ∈ Ω, definimos o conjunto de funções
mínimo de fmin em x como Imin(x) := {i ∈ {1, . . . , r} | fi(x) = fmin(x)}.

Consideramos as seguintes hipóteses acerca da função objetivo:

H1 Para cada índice i ∈ I, a função fi : Rn → R é continuamente diferenciável, e possui
gradiente ∇fi : Rn → Rn Lipschitz contínuo, com constante de Lipschitz Li > 0, em um
domínio aberto e limitado X ⊂ Rn, suficientemente grande.

H2 A função fi, para i ∈ I, é limitada inferiormente em Ω ⊂ Rn, isto é, existe uma constante
Mi ∈ R tal que fi(x) ≥ Mi, para todo x ∈ Ω.

Observe que, se a Hipótese H2 é válida e M := mini∈I{Mi}, então temos que fmin(x) ≥ M ,
para todo x ∈ Ω.

2.1 Estrutura de Região de Confiança
O algoritmo descrito nesta seção é baseado na estrutura de região de confiança apresentado

em [7, 18]. A cada iteração k ∈ N, consideramos o iterando corrente xk ∈ Ω e escolhemos um
índice ik ∈ Imin(xk) conforme indicado pelo Algoritmo 2, presente na Seção 2.2. Na sequência,
construímos um modelo quadrático para fik , o qual assume a forma

mk(x) = mk(xk + s) = bk + gT
k s+

1

2
sTHks, (2)

onde s = x − xk ∈ Rn, bk ∈ R, gk ∈ Rn e Hk ∈ Rn×n é uma matriz simétrica. Em [1], uma
abordagem semelhante é realizada tomando gk = ∇fik(xk) e Hk = ∇2fik(xk). Note que para
cada iteração k está associado um único índice ik ∈ Imin(xk), desse modo, ocultaremos a indicação
de tal índice na definição do modelo e de outras expressões que dependem da escolha do índice.

Seguimos as ideias desenvolvidas em [14, 18] de empregar dois raios distintos: δk > 0, relaci-
onado à qualidade do modelo, e ∆k > 0, associado à região de confiança. Neste sentido, iremos
assumir que o modelo mk(x) é construído satisfazendo a seguinte hipótese:

H3 Existe uma constante κg > 0 tal que, para todo k ∈ N, ∥∇fik(x)−∇mk(x)∥ ≤ κgδk, para
todo x ∈ X ∩B(xk, δk), onde ik ∈ Imin(xk) é o índice associado a mk.

Considere a medida de estacionariedade em xk para o problema de minimizar o modelo mk

sobre o conjunto Ω por πk = ∥PΩ(xk − gk)− xk∥, onde PΩ denota a projeção ortogonal sobre Ω,
a qual existe uma vez que o conjunto é convexo e fechado [7, 15].

A cada iteração k ∈ N, dado um raio ∆k > 0, aplicamos o modelo (2) para encontrar uma
solução aproximada dk ∈ Rn para o subproblema de região de confiança

minimizar mk(xk + d)
sujeito a xk + d ∈ Ω

∥d∥ ≤ ∆k,
(3)

de modo a determinar um novo ponto xk + dk ∈ Ω, onde esperamos que haja um decréscimo no
valor de função. O ponto é aceito como novo iterando quando a razão entre as reduções real e
prevista

ρk =
fmin(xk)− fmin(xk + dk)

mk(xk)−mk(xk + dk)
(4)
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é maior ou igual a uma constante fixada η > 0. Neste caso, o novo iterando é dado por xk+1 =
xk +dk, o modelo é atualizado e o raio da região de confiança ∆k possivelmente é aumentado. Por
outro lado, se ρ < η, rejeitamos o passo e ∆k é diminuído.

Para que possamos garantir a convergência global do algoritmo, assumiremos que a solução do
subproblema de região de confiança (3) satisfaz a seguinte hipótese:

H4 A direção dk ∈ Rn, solução do subproblema de região de confiança (3), satisfaz a condição
de decréscimo suficiente

mk(xk)−mk(xk + dk) ≥ θπk min

{
πk

1 + ∥Hk∥
,∆k, 1

}
,

onde θ > 0 é uma constante que independe da iteração k e da escolha do índice ik ∈ Imin(xk)
associado a mk.

2.2 Algoritmo
Nesta seção, apresentamos um algoritmo de região de confiança sem derivadas genérico para

problemas LOVO, sem especificar as fases de atualização do modelo mk ou a solução do subpro-
blema (3). O algoritmo é baseado nas ideias discutidas em [1] e nos algoritmos propostos em [5,
18].

Figura 1: Algoritmo 1 - LOVO Região de Confiança sem Derivadas.
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Figura 2: Algoritmo 2 - Mecanismo de Atualização do Índice.

3 Análise de Convergência
Nesta seção, apresentamos alguns resultados de convergência global sob as hipóteses estabe-

lecidas anteriormente. Mais especificamente, mostramos que todo ponto de acumulação de uma
sequência gerada pelo Algoritmo 1 é estacionário para algum índice i ∈ I e, consequentemente, é
um ponto fracamente crítico para o problema (1).

Observe que estamos assumindo que o modelo mk é reconstruído a cada iteração, assim como
[18]. Em [17], discutimos como construir modelos satisfazendo as hipóteses adotadas neste trabalho,
em especial, a Hipótese H3. Além disso, mostramos que modelos quadráticos determinados e
subdeterminados construídos sobre conjuntos de amostra Λ-posicionados podem ser empregados.
Do ponto de vista prático, a reconstrução dos modelos a cada iteração do algoritmo possui alto
custo computacional, e pode ser substituída por estratégias mais eficientes, como os mecanismos
para atualização de modelos apresentados em [8, 14].

O lema a seguir estabelece que a matriz hessiana do modelo mk é limitada, sendo análogo a
[18, Lema 1].

Lema 3.1. Suponha que as Hipóteses H1 e H3 são válidas. Então, para toda iteração k ∈ N,
∥Hk∥ ≤ κH − 1, onde κH := 2κg + L+ 1 e L := maxi∈I{Li}.

De maneira análoga a [5, 18], considere os seguintes conjuntos de índices

S = {k ∈ N | ρk ≥ η} e S = {k ∈ N | ρk ≥ η1}. (5)

Note que S ⊂ S. O próximo lema é análogo a [5, Lema 3.1] para problemas LOVO e afirma que
se o raio da região de confiança é suficientemente pequeno, então a iteração será de sucesso.

Lema 3.2. Suponha que as Hipóteses H1, H2 e H4 são válidas e considere o conjunto

K =

{
k ∈ N : ∆k ≤ min

{
πk

κH
,
(1− η1)πk

c
, βπk, 1

}}
, (6)

onde c :=
L+ κg +

κH

2

θ
. Então, se k ∈ K, temos que k ∈ S.
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Como mencionado anteriormente, o raio da região de amostra δk controla a qualidade do modelo.
Mais especificamente, a Hipótese H3 nos diz que quanto menor for o valor do raio de amostra,
melhor o modelo representará a função fik . Portanto, é razoável esperar que δk vá para zero. O
lema a seguir é baseado em [18, Lema 3] e nos mostra que isso de fato ocorre.

Lema 3.3. Suponha que as Hipóteses H1, H2, H3 e H4 são válidas. Então a sequência {δk}k∈N
converge para zero.

Agora, apresentamos um resultado de convergência fraca para o problema de minimizar o
modelo mk na região viável Ω.

Lema 3.4. Suponha que as Hipóteses H1, H2, H3 e H4 são válidas. Então a sequência {πk}k∈N
admite uma subsequência que converge para zero.

O corolário a seguir é uma consequência direta do lema acima.

Corolário 3.1. Suponha que as Hipóteses H1, H2, H3 e H4 são válidas. Então existe um índice
i ∈ I que se repete para um número infinito de iterações tal que limk∈J πk = 0, onde J = {k ∈
N | ik = i}.

Se assumirmos um decréscimo suficiente na função objetivo tomando η > 0 no Algoritmo 1,
podemos provar que qualquer subsequência de {πk}k∈N, na qual o mesmo índice i ∈ I é escolhido
para um número infinito de iterações, converge para zero.

Lema 3.5. Suponha que as Hipóteses H1, H2, H3 e H4 são válidas e η > 0. Seja i ∈ I um índice
escolhido para um número infinito de iterações. Então, limk∈J πk = 0, onde J = {k ∈ N | ik = i}.

O teorema a seguir é o resultado principal deste trabalho. Ele estabelece um resultado de
convergência global fraca para pontos estacionários de primeira ordem. Adotamos a medida de
criticalidade dada por ∥PΩ(x−∇f(x))− x∥, proposto por [6] para problemas de otimização envol-
vendo funções contínuas f em um conjunto viável convexo Ω. Esta medida de criticalidade também
é mencionada em [7, Seção 12.1.4], dada sua interpretação geométrica simples, e é empregada em
[5, 9, 18] para estabelecer resultados de convergência global.

Teorema 3.1. Suponha que as Hipóteses H1, H2, H3 e H4 são válidas. Seja {xk}k∈N uma sequên-
cia gerada pelo Algoritmo 1. Então,

1. Se η = 0, então
lim inf

k→∞
∥PΩ(xk −∇fik(xk))− xk∥ = 0.

Além disso, existe um índice i ∈ I escolhido para um número infinito de iterações tal que

lim
k∈J

∥PΩ(xk −∇fik(xk))− xk∥ = 0,

onde J = {k ∈ N | ik = i}.

2. Se η > 0 e i ∈ I é um índice qualquer escolhido para um número infinito de iterações, então

lim
k∈J

∥PΩ(xk −∇fik(xk))− xk∥ = 0,

onde J = {k ∈ N | ik = i}.

3. Se i ∈ I é um índice escolhido para um número infinito de iterações e x∗ ∈ Rn é um
ponto de acumulação para a subsequência {xk}k∈J ⊆ {xk}k∈N gerada pelo Algoritmo 1, onde
J = {k ∈ N | ik = i}, então i ∈ Imin(x∗).
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O Teorema 3.1 estabelece que se η > 0 e x∗ ∈ Rn é um ponto de acumulação de uma sequência
{xk}k∈N gerada pelo Algoritmo 1, então é possível construir uma subsequência {xk}k∈J que con-
verge para x∗, onde J = {k ∈ N | ik = i}, e x∗ satisfaz uma condição necessária de otimalidade
do tipo gradiente projetado para o problema

minimizar fi(x)
sujeito a x ∈ Ω,

(7)

isto é, x∗ é um ponto estacionário de primeira ordem para o problema (7) (ver [6] e [7, p. 450]).
A definição e os corolários a seguir nos ajudam a compreender o Teorema 3.1 da perspectiva

da teoria clássica dos problemas LOVO.

Definição 3.1. [2, p. 05] Dado x∗ ∈ Ω ⊆ Rn e estabelecida uma condição necessária de otimali-
dade, a qual denotaremos por CNO, para o problema (7), dizemos que

1. x∗ é fortemente crítico se satisfaz CNO para (7), para todo i ∈ Imin(x∗).

2. x∗ é fracamente crítico se existe i ∈ Imin(x∗) tal que x∗ satisfaz CNO para (7).

Corolário 3.2. Suponha que as Hipóteses H1, H2, H3 e H4 são válidas e η > 0. Se x∗ ∈ Rn é um
ponto de acumulação de uma sequência {xk}k∈N gerada pelo Algoritmo 1, então x∗ é fracamente
crítico.

Corolário 3.3. Suponha que as Hipóteses H1, H2, H3 e H4 são válidas. Se o Algoritmo 1 gera
uma sequência {xk}k∈N que converge para x∗ ∈ Rn, então x∗ é fracamente crítico.

4 Considerações Finais
Neste artigo introduzimos uma nova classe de métodos para otimização de menor valor orde-

nado, ao considerarmos uma abordagem baseada em otimização sem derivadas. Apresentamos um
algoritmo de região de confiança sem derivadas para problemas LOVO blackbox com restrições, o
qual é baseado em [1, 5, 18].

Também discutimos resultados de convergência global para o algoritmo, adotando hipóteses
comuns para métodos de região de confiança sem derivadas, assim como tais resultados podem ser
interpretadas do ponto de vita da teoria clássica dos problemas LOVO.

Futuros trabalhos podem estudar aspectos de convergência local, e de convergência global para
pontos fortemente críticos. Assim como estender a abordagem adotada neste artigo para problemas
de Valor Ordenado (OVO), o estudo de problemas OVO com ruídos.
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