Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 9, n. 1, 2022.

Trabalho apresentado no XLI CNMAC, Unicamp - Campinas - SP, 2022.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics
Preprint

Formulas Probabilisticas para Equacoes Diferenciais
Parciais

Pietra S. Kodama ! Fabiano B. da Silva?
UNESP, Bauru, SP

Dentre as intimeras aplicagoes do Movimento Browniano (MB) pode-se destacar seu uso para
a resolugdo de equagoes diferenciais parciais (EDPs), como por exemplo o problema de valor de
fronteira (PVF) com condicao de Dirichlet abaixo:

{ —%Au = 1 em U (1)
u = 0 em OU

onde U C R™ é um conjunto aberto limitado com fronteira suave U e Au é o Laplaciano de u. E
de conhecimento pratico que problemas como esse nem sempre apresentam solugao analitica viavel
e, na maioria das aplicagoes, exigem métodos numéricos para se aproximar uma solucao a depender
das condigoes enunciadas. Segundo a teoria de EDPs, existe uma tnica solugao u para o problema
(1), essa que pode ser determinada por uma férmula probabilistica [3]. O objetivo principal deste
trabalho é analisar a construgao dessa férmula, obtida como uma aplicacao da Férmula de Dynkin
que é uma consequéncia da Formula de It6 para tempo de parada finito q.s. e envolve o gerador
infinitesimal do processo estocéastico escolhido a fim de resolver o problema proposto.

A irregularidade de processos estocasticos continuos que ndo sdo de variacdo finita, como é o
caso do MB, impossibilita o uso de ferramentas do Célculo Diferencial e Integral para o seu estudo
infinitesimal, e por conta disso se faz necessario o Calculo Estocastico [4]. Uma das ferramentas
empregadas para esse fim, é o gerador infinitesimal que objetiva estudar as infinitesimais variagoes
da média de um processo estocastico X; = X (¢), através do operador A definido por:

Au(z) = Tim X)) = u(@)
t\0 t )

(2)

para qualquer fungdo suave u : R™ — R com suporte compacto (u € CZ(R")), onde E* representa
a média dada a condigdo inicial Xy = x [2]. Quando o processo X; ¢ uma difusdo de Itd, a grosso
modo pode-se dizer que sua variagao “dX;” para um determinado tempo ¢, € uma combinag¢ao de um
deslocamento deterministico e outro estocéstico, ou seja, satisfaz a equagao diferencial estocastica

dX; = a(X,)dt + o(X,)dW (L), 3)

onde W(t) = (Wi(t),...,Wp(t)) € um MB m-dimensional, e a : R" — R" e ¢ : R" — R"*™,
fungoes mesuréveis. Para estes processos o gerador infinitesimal é dado por

Aue) = 32 Jihai(e) + 3 35 o 007 ) o), 0
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cujos significados da matriz o, chamada dispersdo, e do produto oo, chamado difusdo, sdo encon-
trados na Fisica (ver [2]). Em particular, se o processo é o proprio MB, entao a é a fungdo nula e o
é a identidade, pois assim X; passa a ser solucao da equagao diferencial estocastica dX; = dW (t).
Logo, segue de (4) que o gerador infinitesimal do movimento Browniano é

2’LL X
Au(X,) = %Z gxi a(xi = %Au(Xt). (5)

Essa ferramenta, permite a construc¢ao de um teorema conhecido como férmula de Dynkin, que
fornece a média de uma fungao suave aplicada sobre uma difusdo de Itd6 em determinado tempo de
parada, como enuncia [2]:

Teorema 0.1 (Férmula de Dynkin). Seja u € CZ(R") e X; uma difusdo de It6 iniciada em x. Se
T € o tempo de parada com E[T] < 0o, entdo

E*[u(X,)] = u(z) + E* [ /O ’ Au(XS)ds] , (6)

onde A € o gerador infinitesimal do processo X;.

Vale observar que, segundo [3], todos os caminhos do MB iniciados num ponto = € U, eventu-
almente atingirdo a fronteira com probabilidade 1. Logo, E(7) < oo, e portanto, para o MB (B;)
segue que

E*[u(B,)] = u(z) + E [ /0 ' ;Au(Bs)ds} . (7)
E por fim das condigoes do PVF tem-se
u(z) = E*[7], (8)

para todo x € U. Ou seja, o valor da funcao u no ponto x € U pode ser obtido pela média do
tempo que o MB iniciado em x leva para atingir a fronteira OU .

O resultado obtido acima, cuja prova completa faz parte deste trabalho, é apenas um caso
particular. E possivel ainda utilizar a Formula de Dynkin para se obter uma formula probabilistica
para o problema de Dirichlet que consiste em achar uma fun¢ao harménica v em U (Au =0 em U)
que satisfaga uma condigao de fronteira dada por uma fungdo mensuravel g : 90U — R (u = g em
OU) (para maiores detalhes, ver [5]). Outros casos interessantes podem ser vistos, por exemplo,
em [3] e alguns resultados recentes em [1] mostram que além de este ser um assunto interessante
por conectar EDPs com a teoria de probabilidade, também é assunto relevante em pesquisa.
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