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Resumo. Neste trabalho, o desenvolvimento de solugoes analiticas para o escoamento Poiseuille pla-
nar com escorregamento na parede no estado estacionério de fluidos Newtoniano e nao-Newtoniano
sao consideradas. O modelo de fluido ndo-Newtoniano utilizado é descrito pela Lei das Poténcias. O
perfil de velocidade com diferentes parametros de deslizamento é implementado e gerado no software
Python™.
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1 Introducao

Considere o escoamento Poiseuille planar totalmente desenvolvido representado na Figura 1.
Assuma que o deslizamento do fluido ocorre adjacentes as duas placas paralelas do canal, de acordo
com a lei de escorregamento dada por

Tw = Puy, em y = H, (1)

onde 8 é o parametro de deslizamento do material, 7, é a tensdo de cisalhamento exercida pelo
fluido na parede, descrita por

Tw = —Tyz|y=H, (2)

e U, € a velocidade de deslizamento.
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Figura 1: Escoamento Poiseuille planar com escorregamento.
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2 Modelagem Matematica

A modelagem de um escoamento transiente e isotérmico como o representado na Figura 1, com
os fluidos Newtoniano e nao-Newtoniano, neste tltimo caso, utilizando o modelo Lei das Poténcias,
é apresentada a seguir.

2.1 Fluido Newtoniano

As equagoes da continuidade (3) e da quantidade de movimento em relagdo a z e y, (4) e (5),
respectivamente, modelam escoamentos incompressiveis e isotérmicos de fluidos Newtonianos em
coordenadas Cartesianas bidimensionais,
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onde, p é a densidade do fluido, ¢ o tempo, u e v as componentes da velocidade em relacao a
x e y, respectivamente, n, a viscosidade do fluido que é constante e f,, f, as componentes de
algum campo de forca, como gravitacional, magnético ou eletromagnético em relacao a = e y,
respectivamente.

2.2 Fluido nao-Newtoniano

No caso de um fluido Newtoniano, 7 é sempre constante. Por outro lado, nos casos em que
a viscosidade do fluido sofre alteragdo com a variacdo da taxa de cisalhamento, temperatura ou
pressao, podemos trata-los como um escoamento de Fluidos Newtonianos Generalizados. Esta
classe de fluidos é classificada como fluido nao-Newtoniano.

Neste trabalho, serd considerada a variacdo da viscosidade 7 com a taxa de cisalhamento 7.
Os modelos Lei das Poténcias, Carreau e Casson expressam as variagoes da viscosidade em funcao
da taxa de cisalhamento [1, 2]. No contexto deste trabalho, o modelo escolhido é o da Lei das
Poténcias, onde a viscosidade é expressa por

n(y) =my (6)

sendo m e n constantes positivas conhecidas, respectivamente, como consisténcia e indice da Lei
das Poténcias.

Note que, quando n = 1, a equagao (6) reduz-se ao modelo de fluido Newtoniano,

-1 0
n=my =n=my =n=m (7)
uma, vez que a viscosidade torna-se constante.

Por outro lado, quando n < 1, a viscosidade diminui com o aumento da taxa de cisalhamento,
configurando um fluido reofluidificante. E, se n > 1, a viscosidade aumenta com a taxa de cisalha-
mento, sendo classificado como fluido dilatante.

Portanto, a partir do modelo da Lei das Poténcias, as equagoes da quantidade de movimento
em relacao a x e y, respectivamente, sao descritas por:
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A taxa de cisalhamento é dada por
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3 Desenvolvimento e Resultados

A partir das hipdteses descritas inicialmente para o problema representado pela Figura 1,

assume-se que — = 0, pois o escoamento é estacionario e f, = 0; a velocidade é dada por

u(z,y) = (u(z,y),0), pois o escoamento é unidirecional. Desta forma, a equacao (3) reduz-se a

u . . .
— = 0 e, portanto, u = u(y) = (u(y),0). A partir das simplifica¢ées citadas acima, a equagio

oz
governante é dada por,
dp 0%u
oy — | =0, 11
o T <8y2 (11)
e, como o fluxo é simétrico em relacao ao eixo de simetria, as condigoes de contorno tornam-se

d
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(12)
Tw = —Tyz = By em y = H.
3.1 Fluido Newtoniano
Integrando a equacdo (11) duas vezes em relagdo a y, tem-se
1 (0dp
13
) =5 (52) #* +aten (13)
Da condi¢do em y = 0, tem-se ¢; = 0. Consequentemente,
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com a tensao de cisalhamento dada por
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onde T, = —Tyz|y—p = 9
Para obter a constante ¢, aplica~se a condigdo de contorno em y = H, e a equagdo (14) em H
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e, assim,
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A equagdo (18) é a solugdo analitica do escoamento Poiseuille planar com escorregamento no estado
estacionério para o caso Newtoniano, e descreve o perfil de velocidade do escoamento. Observe
também que esta expressao reduz-se ao perfil do escoamento de Poiseuille sem escorregamento
quando § — oco. Uma vez que a velocidade de escorregamento é inversamente proporcional ao
coeficiente de escorregamento 3, a condi¢ao de ndo escorregamento é recuperada.

u(y) =

Uma outra forma de escrever o perfil de velocidade é,

1 dp

o T (). (19)

u(y) = Uy

Obtido o perfil de velocidade analitico, a taxa de fluxo volumétrico por unidade de largura, é
fornecida pela expressao,

H
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A Figura 2 representa o do perfil de velocidade do escoamento Poiseuille planar com escorrega-
mento.
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Figura 2: Solucao analitica para o escoamento Poiseuille planar com escorregamento para o fluido

Newtoniano com os parametros de deslizamento do material 5 = 0.2, 0.4, 0.6 e 0.8, ns, = 0.3—5,
m
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3.2 Fluido nao-Newtoniano

A partir das hipdteses apresentadas no inicio da Segao 3, e aplicadas nas equagoes (6), (8), (9)
e (10), tem-se o seguinte conjunto de equagbes que modelam o problema,
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Integra-se a primeira equagdo do sistema de equagoes (21) em relacio a y,

d du _ Op du @
/(m(n@)dy——ax/dyindy— 5y T e (22)
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e para obter a constante c;, aplica-se a condi¢do de contorno 7, = nd— =0emy=0,
Y
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Obtida a constante ¢; = 0, podemos substitui-la em (22), desta forma,

du @

— =22, 24
"y ey (24)

Para aplicar a modelagem da viscosidade n é preciso analisar o comportamento da derivada,
como ilustra a Figura 3.
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Figura 3: Ilustracdo do comportamento de 3, "o escoamento Poiseuille planar com escorrega-
Y
mento.
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Como o escoamento é simétrico, basta encontrar a solugao apenas para T >0, y < 0.
Y

Substituindo a equagdo (24) na segunda equagao do sistema de equagoes (21), tem-se
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Integra-se (26) em relagdo a y, que resulta em

B Op 1 5 n Lin
= (L) (1) e (27)

desta forma, pode-se obter a tensao de cisalhamento 7, que é dada por,

~( Op 1\~ n l+n\ 10y ( Op1l B 1
Tyz( 8xm> (1+n)< n >y < dzm) Y7 (28)

e, consequentemente,
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Por outro lado, para obter a constante cs, aplica-se a condi¢ao de contorno 7, = Buy = Uy =

1 1 1 "
ETUJ’ considerando que u(—H) = 3 (gzmH> e iguala-se a equagao (27),
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A constante ¢z, descrita por (30), é substituida na equagao (27), que apresenta a solugdo analitica
para o escoamento Poiseuille planar com escorregamento no estado estacionario para o caso nao-
Newtoniano

) op 1
u = |—=——
Y Jdrm
onde n é tal que a solucao seja valida matematicamente.

A representacio grafica do perfil de velocidade, descrita pela solucdo analitica (31), é apresen-
tada a seguir na Figura 4.
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Figura 4: Solugado analitica para o escoamento Poiseuille planar com escorregamento para o caso
nao-Newtoniano com os parametros n = 1/2, m = 1 e com os parametros de deslizamento do
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos o desenvolvimento de solu¢des analiticas para o perfil de veloci-
dade do escoamento Poiseuille planar com escorregamento adjacente as placas paralelas de fluidos
Newtonianos e nao-Newtonianos. Para fluidos ndo-Newtonianos, foi utilizado o modelo da Lei
das Poténcias descrito pela equacio (6). Vale ressaltar que para fluidos modelados pela Lei das
Poténcias, ndao encontramos na literatura trabalhos que tenham desenvolvido solugdo analitica
para o escoamento Poiseuille planar com escorregamento. Obtidas as solucoes analiticas, foram
apresentados graficos que demostram a influéncia da constante de escorregamento S nos perfis de
velocidade nos dois casos considerados: Newtoniano e ndo-Newtoniano. Verifica-se que a imposi¢ao
da velocidade de escorregamento na parede, aumenta consideravelmente a velocidade no interior
do canal, principalmente quando S aproxima-se de 1, o que indica que o fluido escoa com mais
facilidade.

Os perfis de velocidade obtidos das solu¢des apresentadas neste trabalho podem ser utilizados
como condicao de contorno para simular numericamente problemas mais complexos como, por
exemplo, o escoamento em tubos e canais que apresentam uma contra¢do ou expansao [3]. Além
disso, podem auxiliar na verificacado de metologias numéricas que visam resolver problemas que
envolvam as equagoes de Navier-Stokes.
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