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Resumo: Neste trabalho apresentaremos condicoes para que a equacao de KdV-ZK seja nao-
linearmente auto-adjunta e, assim, utilizaremos o Teorema de Ibragimov para encontrar leis de
conservacao dela.
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1 Introducao

Quando falamos em quantidades conservadas, geralmente estamos pensando em conservagao
de quantidades como energia, momento

Em meados do século X X, a alema Emmy Noether mostrou que leis de conservacao de
equacoes diferenciais provenientes das equacoes de Euler-Lagrange sao originadas de alguma
propriedade de simetria da equacao diferencial considerada. Tal resultado é conhecido na lite-
ratura como Teorema de Noether.

O Teorema de Noether, todavia, apesar de sua elegancia e aplicabilidade, torna-se inutilizavel
ao considerarmos equacoes diferenciais que nao venham das equacoes de Euler-Lagrange.

Em 2006, Ibragimov [3] introduziu uma possivel generalizagdo do Teorema de Noether para
encontrar leis de conservacao de equacoes diferenciais, sejam elas ordinarias ou parciais, inde-
pendetemente de serem ou nao equacoes de Euler-Lagrange, removendo, desta maneira, a maior
restricao com respeito a aplicabilidade do Teorema de Noether.

Despretenciosamente falando, o que Ibragimov fez foi, a partir de uma equacao (aqui restringir-
nos-emos a equagoes, mas poder-se-ia discutir, também, sobre sistemas), construir uma equagao
auxiliar, chamada equagao adjunta. O sistema formado pela equacao original e sua adjunta
admite sempre uma lagrangeana, que é simples engenhosamente construido a partir da primeira
equacao. Dessa forma, o sistema estd nas condigoes do Teorema de Noether e, entdo, pode-se
construir, para o sistema, leis de conservagao utilizando-se da teoria de Noether.

O grande “problema” em se utilizar o que Ibragimov propés é que, no ato de construcao da
equacao adjunta-se, surge uma nova variavel, ndo constante na equacao original. Tal varidvel
faz-se presente nas leis de conservagao construidas, de modo que elas sdo leis de conservagao
nao-locais.

Entretanto, para certas classes de equagoes diferenciais, é possivel transformar as leis de
conservagao nao-locais em locais, veja [2, 3, 4].

Recentemente, em [8], leis de conservacao para a equacao de Zakharov-Kuznetsov (KZ)

Ut + Uty + BUzrr + Ylayy = 0, (1)

onde u = u(t,x,y) e a, B,y sdo constantes reais, foram encontradas utilizando-se dos desenvol-
vimentos sugeridos por Ibragimov, uma vez que a equagao (1) ndo é proveniente das equagoes
de Euler-Lagrange.
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A equagao (1) descreve o comportamento de ondas fracas nao-lineares fon-acisticas no plasma
magnetizado e elétrons isotérmicos na presenca de um campo magnético uniforme, e foi deduzida
por Zakharov e Kuznetsov em [10]. Para maiores detalhes, veja [5] e referéncias presentes. A
equagao (1) é uma generalizagdo da equacao de Korteweg-de Vries (KdV).

Neste trabalho consideraremos uma generalizagdo de (1), chamada de Korteweg-de Vries-
Zakharov-Kuznetsov (KdV-ZK), dada por

Ut + QUUy + Uggy + Ugyy + Uzzz = 0, (2)

com u = u(t,z,y, z), e estudaremos, via Teorema de Ibragimov, suas leis de conservagao.

2 Auto-adjunticidade

Considere uma equacao diferencial nao-linear

F(x,u,u(l),.. ,u(k)) = 0, (3)
onde z = (z',...,2"), u = u(z) e ug;),1 < j <k denota as derivadas de u de ordem j.
Em [3, 2], Ibragimov definiu a equagao adjunta de F', denotada por F*, como sendo

.0
F* = <L,

onde £ = vF é chamada de Lagrangeana formal, v é uma nova varidvel nao-local e % é o

operador de Euler-Lagrange dado pela soma formal

5§ 0 o)
— = -1)°Dy;,...Dj ————— 4
du 8u+;< J'Di Oy, .. ug, (4)
com
Di= 2 w2y 2y
' Oxt "Ou Y Ou
Aqui assumimos a notacao de Einstein para indices repetidos.
Exemplo 1. A equagao adjunta da equacdo é (2)
Ut + QUVg + Vggr + Vzyy + Vzzz = 0 (5)
pois, denotando F' = up + qutly + Upgpy + Uzyy + Ugzz, temos que
F* = —(v 4+ auvy + Vegr + Vayy + Vgzz)- (6)

Logo, a condi¢ao F* = 0 resulta na equagao (5).
Em [3, 2] Ibragimov propos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1. A equacdo diferencial (3) € dita ser estritamente auto-adjunta se existe func¢ao
A= A, u, ), -5 uy) tal que

F* — \F. (7)
v=u(zx)

A definigao anterior pode ser reformulada da seguinte forma: a equacao diferencial (3) é dita
ser estritamente auto-adjunta se a mudanca v = u na equagao adjunta se anula identicamente
nas solugoes v da equagao original.
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Exemplo 2. A equacao (2) € estritamente auto-adjunta, pois, de (6), temos
F*|,_, = —(ut + auty + Uppg + Ugyy + Uzzz)-

Dessa forma F*| se, e somente se, F = 0.

v=Uu

Pensando em casos de equagoes que nao eram estritamente auto-adjuntas e suas consequéncias
em leis de conservagao, Ibragimov em [4] propos uma nova defini¢do que contemplasse a Definigao
1, mas que também englobasse outros casos de equagbdes que nao se encaixavam nela.

Defini¢ao 2. A equacgao diferencial (3) € dita ser nao-linearmente auto-adjunta se existem
fungoes ¢ = p(z,u) e X = Nz, u,uqy, ..., uw)) tais que

F* — \F. (8)
v=¢(x,u)

A fungao ¢(xz,u) é chamada substituicao.
Um dos principais resultados deste trabalho pode, agora, ser enunciado:

Teorema 1. A equacdo de KdV-ZK
Ut + QU + Uggy + Ugyy + Ugzz = 0 (9)
€ nao-linearmente auto-adjunta, com substituicao dada por
o(t,x,y, z,u) = ar(atu — ) + agu + h(y, 2), (10)
onde h(y,z) € uma fungdo arbitrdria e ay,az sio constantes.

Este teorema generaliza varios resultados recentes da literatura de equagdes nao-linearmente
auto-adjuntas, como mostram os corolarios abaixo.

Corolério 1. A equacao de ZK (1) € nao-linearmente auto-adjunta.

Demonstragao. De fato, a equacao (1) pode ser obtida da equagdo (9) impondo a condigao
uy = 0. Do ponto de vista da substituicao, equivale a requerer independéncia com respeito
a z. Requerindo isso na expressao (10), concluimos que a substituigdo para a equagao (1) é
o(t,x,y,u) = ar(atu — x) + agu + h(y). O

O resultado acima nada mais é que uma prova alternativa para um dos resultados cruciais
obtidos em [8].

Coroléario 2. A equacdo de Korteweg-de Vries
Ut + Uty + Ugpe = 0 (11)

€ nao-linearmente auto-adjunta.

Demonstragao. Notando que a equagao (11) pode ser obtida a partir da equagao (kdvzk) eli-
minando a dependéncia em (y,z), exigindo que a substitui¢do (10) satisfaca ¢, = ¢, = 0,
concluimos que h(y,z) = as. Dessa forma, a substituigdo para a equagao (11) é ¢(t,x,u)
ar(atu — x) + agu + as.

Ol
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Observamos que o Coroldrio 2 recupera os resultados obtidos em [1] com respeito a equagao
(11).

Na equacgao (9), u tem como varidveis espaciais x,y, z. Numa generalizacao ao Teorema 1,
mostraremos que a condi¢ao (10) ainda se mantém suficiente, mas neste caso a fungao h é dada
por h =h(y1,...,yn), u =u(t,y), onde y = (z,y1,...,yn) € R x R™.

Neste caso, a equacao de KdV-ZK se escreve

U + Uy + Uggr + (Au)y =0, (12)
em (0,00) x R x R"™ onde A é o Laplaciano

82 B
Ae 2 4.1 2
83/%+ +'3y%

3 Teorema de Ibragimov e leis de conservagao

O famoso Teorema de Noether é uma ferramenta importante para a obtencao de leis de con-
servacao para equacoes diferenciais com principios variacionais, isto é, proveniente das equagoes
de Euler-Lagrange via alguma Lagrangeana.

Porém, por exemplo, a conhecida equacdo KdV (11) nao provém das equagoes de Euler-
Lagrange. Assim, o Teorema de Nother é incapaz de encontrar sequer uma lei de conservagao.
Sabe-se, todavia, que a equacao ?? possui infinitas leis de conservacao, veja [7, 9].

Tentando generalizar o Teorema de Noether, Ibragimov em [2] propds o que ele chamou de
“a new conservation theorem”, chamado de Teorema de Ibragimov em [?]. Nesse novo teorema,
considerando uma equacao dlferenmal (3), possuindo ela Lagrangeana ou nao, leis de conservacao
nao-locais foram encontradas, via Teorema de Noether, para o sistema

F=0
{725 (13)
Para utilizar o Teorema de Noether, Ibragimov demonstrou em [3, 2] que as simetrias de Lie
-0 0
X =¢&— —
¢ ozt + "au

admitidas por F' sao herdadas pela sua adjunta F™* e, além disso, a Lagrangeana formal £ = v F
é de fato uma Lagrangeana para o sistema (13).
Assim, o vetor de componentes

oL
w+wf+zmr.%)——ﬁ (14)
=1 OUiiy ..i,
S
onde W =n — &4, i = 1,...,n, 6 uma quantidade conservada nio-local para o sistema (13).

Entretanto, se a equagao diferencial F' = 0 for nao-linearmente auto-adjunta, entdo conse-
guimos eliminar a variavel nao local v fazendo a substituicao necessaria para que F' = 0 seja
nao-linearmente auto-adjunta, veja [4]. Desta forma, o vetor com componentes (14) se torna
uma lei de conservacao local para a equagao F' = 0.

Neste trabalho, além da classificagdo sobre auto-adjunticidade nao-linear, apresentaremos
leis de conservacdo para a equacao KdV-ZK (2) em (0,00) x R x R?, utilizando o Teorema 1, o
Teorema de Ibragimov e resultados obtidos em [5, 6].
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