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O presente trabalho resolverá numericamente um escoamento totalmente desenvolvido, ou seja,
no estado estacionário, incompressível e isotérmico de um �uido Newtoniano em um tubo (in�ni-
tamente longo) de seção transversal circular (Figura 1(a)).

(a) Geometria do problema. (b) Malha Cartesiana sobre o domínio circular.

Figura 1: Ilustrações dos domínios contínuo e discreto do problema.

Esta modelagem se dá por uma Equação Diferencial Parcial Elíptica, a equação de Poisson (1).

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
=

1

µ

∂p

∂z
, em Ω (1)

onde µ é a viscosidade do �uido,
∂p

∂z
é um gradiente de pressão constante e negativo, w é a

componente de velocidade na direção do escoamento e Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} o
domínio. Assume-se que a velocidade na parede do tubo seja nula, ou seja, a condição de contorno
de Dirichlet nula w(x, y) = 0 sobre a fronteira de Ω, ∂Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

A equação (1) é aproximada pelo método das diferenças �nitas centradas de segunda ordem
resultando na equação de diferenças (2),
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onde h e k são os espaçamentos da malha Cartesiana (Figura 1(b)) nas direções x e y, respectiva-
mente. WC , WO, WL, WS , WN são, respectivamente, os valores aproximados da componente da
velocidade nos pontos central (C), oeste (O), leste (L), sul (S) e norte (N), que compõem a célula
computacional.
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Como os nós da malha não coincidem com a fronteira, a aplicação da condição de contorno irá
requerer um tratamento especial. Para �xar as ideias, seguindo a Figura 1(b), aplicando a equação
(2) ao ponto C, os valores da velocidade sobre os pontos O e S que estão fora da circunferência,
também serão necessários. Neste trabalho, adota-se o caso de uma extrapolação linear como
descrito em [1] para obter expressões para aproximar WO e WS em função do valor WC e de
informações da descrição matemática da fronteira ∂Ω.

Desta forma obtêm-se um sistema linear esparso do tipo A·W = b, onde b é um vetor conhecido,
W o vetor incógnita e A é a matriz dos coe�cientes esparsa, �tipo pentadiagonal�, pois os valores
de A associados aos pontos S e N não estão exatamente alinhados pelo fato do número de nós na
direção x não ser o mesmo a cada nível na direção y. Este sistema linear A · W = b é resolvido
pelo método Jacobi através do PythonTM.

A simulação computacional foi realizada em PythonTM com os seguintes dados de entrada:

h = k = 0, 0625 m,
∂p

∂z
= −0, 1 Pa/m, µ = 0, 1 N.s/m2. A solução numérica obtida e a solução

analítica são apresentadas na Figura (2) para veri�cação qualitativa. O contorno da velocidade
w, apresentado nas Figuras 2(a) e 2(b), mostra que quanto mais ao centro, maior a velocidade do
�uido, o que está coerente com a solução analítica.

A Figura 2(c) apresenta o grá�co de w, tridimensional, onde a superfície em vermelho é a
solução analítica e os símbolos azuis representam a solução numérica. A Figura 2(d) mostra um
corte na Figura 2(c) em y = 0, em que −1 ≤ x ≤ 1. Note que, qualitativamente o comportamento
da solução numérica esta condizente com a solução exata.
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(a) Contorno da solução numérica. (b) Contorno da solução analítica.

(c) Grá�co da velocidade w em Ω.
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(d) Grá�co da velocidade w em y = 0.

Figura 2: Solução numérica e exata do per�l da velocidade w.
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