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Resumo. Este trabalho considera o uso de fungées de base radial de suporte compacto em mé-
todos baseados em conjuntos de nivel parametrizados para otimizagao topolégica. O problema de
minimizagdo da flexibilidade média de uma estrutura estaticamente equilibrada com restri¢do de
desigualdade de volume é considerado e tratado a partir de uma formulacdo do Lagrangiano au-
mentado com atualizagdo consistente de seus pardmetros. Adotando uma estratégia de extensdo
Hilbertiana da velocidade, e permitindo o desacoplamento das malhas de elementos finitos e de
fungdes de base radial adotadas, o efeito do nimero de fungbes-base utilizado para parametrizagao
é investigado.
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1 Introducao

O problema de otimizagao topologica visa determinar a geometria e a topologia 6tima a serem
ocupadas por materiais, sob determinadas condigoes pré-estabelecidas. A depender da aplicagao,
a formulagao do problema pode ter diferentes naturezas, como mecéanicas, hidraulicas, térmicas ou
mistas, caracterizando problemas multi-fisicos. Neste trabalho, consideramos o problema cléssico
de minimizagao da flexibilidade média de uma estrutura sujeita a condig¢oes mecdnicas de apoio e
tracao e a uma restricao de volume, considerada na desigualdade. Para sua solugao, adotamos um
esquema de Lagrangiano aumentado com atualizagdo consistente de seus parametros, cf. [3, 4].

Ao longo do tempo, diversas estratégias foram propostas para solugdo deste problema, cf.
relatam os artigos de revisao [6, 11] e referéncias neles contidas. Investigamos neste trabalho o uso
de métodos baseados em conjuntos de nivel parametrizados com funcoes de base radial. Diferente
dos trabalhos de Wang e Wang [12] e Wei et al. [13, 14|, que consideram, em conjunto com esta
abordagem, uma extensao natural do campo de velocidades, adotamos a extensao Hilbertiana da
velocidade [5, 7, 9]. Além disso, motivadas pelo trabalho recente de Wei et al. [13], investigamos
o desacoplamento da malha de parametrizacao da func¢do de conjunto de nivel e de representacao
dos dominios de interesse e solugdo dos problemas variacionais neles definidos. Os resultados aqui
apresentados compoem parte da dissertagdo de mestrado [2].

2 A formulacao do problema

Consideramos neste trabalho estruturas sob hipdtese de estado plano de tensdes, de modo que
podem sem tratadas como dominios bidimensionais. Definindo entdo um dominio de referéncia
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retangular D, cada estrutura a ser considerada ocupa um dominio Q C D. As condigoes de
contorno do problema consistem na aplicacao de uma forca de tracao e uma regiao de apoio, ou
seja, de deslocamento nulo. Com isso, sob hipotese de equilibrio estdtico, formula-se um problema
de valor de contorno em 2, cuja solucao consiste no campo de deslocamentos sofrido pelo dominio.
Esse campo, por sua vez, é utilizado para avaliar a flexibilidade média J(Q2) da estrutura, a qual
estamos interessados em minimizar, cf. [2, Capitulo 1].

Consideramos ainda uma restricao de volume para a estrutura, definida a partir da diferenca
entre a fracdo V() do dominio de referéncia ocupada por ) e uma fracio de volume prescrita V.
Esta restrigdo é denotada como C(2) e considerada na desigualdade, de forma que buscamos por
um dominio 6timo cuja fragdo de volume seja menor ou igual a prescrita. Como discutido em |2,
Secao 1.3|, para tratar este problema, definimos o funcional de Lagrangiano aumentado

p AM? A
de modo que o problema original pode ser reformulado como a minimizacao irrestrita de £,(£2, A),
acoplada com uma atualizacao consistente do multiplicador de Lagrange A e do pardmetro de
penalizacao p, realizadas com base em [3, 4].

3 Meétodos baseados em conjuntos de nivel

Em contraste com abordagens classicas como a SIMP, do inglés solid isotropic material with
penalization, que trabalham com densidades para solugao do problema de otimizacao topologica
e podem levar a estruturas com aspecto tabuleiro de xadrez (cf. [11]), em métodos baseados em
conjuntos de nivel o dominio e sua fronteira sdo representados implicitamente por uma fungao
¢ : D x Rt — R, chamada func¢do de conjunto de nivel, ou LSF, do inglés level set function. Em
particular, a convengao que adotamos aqui é que o interior do dominio é associado a pontos com
valores positivos da LSF, a fronteira a valores nulos e o exterior a valores negativos, como ilustrado
na Figura 1.

Figura 1: Fungao de conjunto de nivel com sobreposi¢ao do plano ¢ = 0 (esquerda), dominio representado
implicitamente por ¢ (centro) e ilustragao do desacoplamento entre a representacao discreta de ¢ e de Q
(direita).

A caracterizacdo de métodos baseados em conjuntos de nivel se da ao permitir que essa fungao
evolua em um tempo ficticio, o que pode ser modelado por equagoes diferenciais parciais [10]. Em
particular, a equagdo de Hamilton-Jacobi é frequentemente adotada - seja na sua forma tradicional,
envolvendo um campo vetorial de velocidades (cf. [9]), ou considerando um campo apenas com
componentes normais as curvas de nivel (cf. [12-14]). Outras equagdes podem ainda ser adotadas,
por exemplo com fins regularizadores ou de viabilizagao da geragao de novos furos no dominio,
fenomeno conhecido como nucleagao [11]. Neste trabalho, em particular, consideramos a equagao
de Hamilton-Jacobi modificada adotada por [13, 14|, que visa evitar o crescimento excessivo da
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LSF ao longo do processo evolutivo. A representacao discreta para a LSF pode ser feita tanto em
termos de valores nodais, acompanhada de um esquema de diferengas finitas para solugao discreta
da equagdo de evolugao (ver, p.ex. [9]), como a partir da defini¢do de uma parametrizagdo, opgao
adotada neste trabalho (cf. Segao 4), considerando como principais referéncias os trabalhos de [12—
14]. Ao primeiro caso, nos referimos como métodos baseados em conjuntos de nivel convencionais,
enquanto ao segundo, como métodos baseados em conjuntos de nivel parametrizados.

Na Figura 2 apresentamos o esquema bésico de um método baseado em conjunto de nivel
para solugao do problema de otimizacao topolégica estrutural. Um maior detalhamento sobre
estratégias para realizagio de cada etapa pode ser encontrado em [2]. A cada iteragdo do método,
uma representagao explicita para o dominio {2 representado implicitamente por ¢ precisa ser obtida,
de modo que o problema de equilibrio no dominio corrente possa ser solucionado e com isso a
fungao objetivo do problema avaliada. A esta etapa nos referimos como mapeamento da geometria.
De acordo com [11], é geralmente interessante que a malha de representacdo do dominio seja
desacoplada da malha de representacao para a LSF, como ilustrado a direita na Figura 1. Com
isso, a acuracia na solugao dos problemas variacionais em €2 via método dos elementos finitos pode
ser garantida mantendo a eficiéncia do processo de evolucao da fungao ¢.

Passo 0: Inicializtar ¢°, V, A9, p0

|

[ Passo 1: Mapeamento da geometria ]
Passo 2: Solucio do problema de equilibrio em Q¥
e avaliago de L (QF, AF)

!

Se convergéncia, entao pare. Senao

|

[ Passo 3: Obter e estender um campo de velocidades ]
Passo 4: Atualizar ¢* visando
a busca por um minimizador de £,(£2, A).

I

[ Passo 5: Atualizagdo do multiplicador de Lagrange

e do parametro de penalizagao.

Figura 2: Esquema bésico de um método baseado em conjuntos de nivel para otimizagdo topologica
estrutural.

Independentemente da equagao de evolugao escolhida, é necesséria a obtencao e a extensao de
um campo de velocidades visando a evolugao em diregdo a um minimizador do problema [2, Se¢ao
2.4]. Para isso, nos baseamos no conceito de derivada de forma, sendo possivel trabalhar com a
sua expressdo de fronteira, cf. [12-14] ou de volume, cf. [9]. A primeira op¢ao é frequentemente
adotada quando hé a necessidade de obtencao de um campo normal de velocidades, como é o caso
deste trabalho. Ja a segunda, é interessante para a obtengao de um campo vetorial de velocidades.
A expressao de fronteira da derivada de forma do funcional de Lagrangiano aumentado (1) pode
ser determinada via linearidade e regra da cadeia a partir das derivadas de forma de V() e J(Q),
cujas expressoes sdo classicas e apresentadas por exemplo em [1]. Em contraste com os trabalhos
de [12-14], que adotam uma estratégia de extensdo natural do campo de velocidades, consideramos
neste trabalho a extensao Hilbertiana, discutida por [5, 7, 9] no contexto de métodos baseados em
conjuntos de nivel convencionais. Em linhas gerais, esse enfoque propoe a obtencao do campo de
velocidades como solugao de um problema variacional, formulado a partir da expressao da derivada
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de forma do funcional objetivo do problema e da definigao de um produto interno no espago de
Hilbert apropriado, assim como apresentado em [2, Se¢do 2.4]. A escolha deste produto interno
desempenha papel fundamental, uma vez que viabiliza o controle, por meio de uma constante
denotada pardmetro de extensao-requlariza¢do, do tamanho da faixa de extensdao do campo com
relac@o & fronteira do dominio [7].

4 A abordagem parametrizada via funcoes de base radial

Na abordagem parametrizada aqui considerada, a funcdo de conjunto de nivel parametrizada
ou PLSF, do inglés parametrized level set function, é definida como uma combinagao linear de
um conjunto de fungoes-base espacialmente fixas, conforme ilustrado na Figura 3. Nesse caso, a
representagao discreta para a fungao de conjunto de nivel é feita em termos da malha de localizagao
das fungoes-base e as variaveis de otimizagao correspondem aos coeficientes da parametrizagao, que
evoluem ao longo do tempo ficticio. Em particular, adotamos o uso de fungoes de base radial ou
RBF, do inglés radial basis function, introduzido em 2006 por Wang e Wang [12]| e também adotado
em em [13, 14]. O desenvolvimento tedrico envolvendo este tipo de parametrizacao é apresentado
em detalhes em [2, Capitulo 3.

Figura 3: Conjunto de fungoes-base (esquerda), efeito dos coeficientes associados a cada fungdo base
(centro) e fungdo de conjunto de nivel parametrizada (direita).

Tendo em vista o esquema da Figura 2, a inicializagao dos coeficientes da parametrizacao passa
entdo a compor seu Passo 0, sendo formulada como um problema de interpolagdo a partir de
valores nodais iniciais para a PLSF. Este problema envolve a solugao de um sistema linear com a
matriz de interpolacao G, de dimensao m X m, em que m denota o nimero de RBF’s utilizado
para a parametrizagdo. A estrutura dessa matriz depende do tipo de RBF utilizada. As multi-
quadricas (MQ-RBF’s), por exemplo, possuem suporte global e, por consequéncia, resultam em
matrizes densas. As fungdes de base radial C2-Wendland (C2-RBF’s), por outro lado, possuem
suporte compacto, de modo que obtemos matrizes esparsas com formato de banda, como ilustrado
na Figura 4. Essas matrizes podem entao ser exploradas utilizando algebra linear computacional
apropriada visando economizar esforco computacional e consistem na escolha deste trabalho.

Ja no que diz respeito a evolugao da PLSF, devido & separagao entre espaco e tempo, a equagao
parcial diferencial escolhida para modelar o movimento de ¢ pode ser convertida, por uma estratégia
de colocagao combinada com o método das linhas, em um sistema de m equagoes diferenciais
ordinérias envolvendo a matriz G [12-14]. Desta forma, um passo de Euler pode ser utilizado para
evolugao dos coeficientes da parametrizagao, compondo o Passo 4 do esquema da Figura 2. Para
cada passo é necessaria a solucao de um sistema linear envolvendo a matriz G, de modo que o
potencial das C2-RBF’s em economizar esfor¢o computacional é reforgado. Além disso, se n denota
o namero de ndés que compoem a malha de elementos finitos a ser considerada, a avaliagao dos
valores nodais da PLSF nestes nos pode ser feita também de forma matricial, a partir da definigao
de uma matriz de transi¢do, que possui dimensao n x m. Com isso, 0 mapeamento da geometria
pode ser realizado.
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Figura 4: Tlustracao de RBF’s e matrizes de interpolagao associadas, considerando malha 5 x 5
e fun¢ao do tipo C2-Wendland com raio de suporte equivalente a 1.5 elementos da discretizagao
(esquerda) ou multi-quadrica (direita).

5 Experimentos numéricos

O esquema de otimizacao proposto foi implementado utilizando a linguagem Python e os re-
cursos do projeto FEniCS para solugao dos problemas variacionais de equilibrio estatico e extensao
Hilbertiana da velocidade via método dos elementos finitos [8]. Os experimentos realizados foram
executados em um notebook DELL Inspiron 7460, Intel Core i7-7500U processador 2.70GHz, 16GB
RAM (64-bit). Para os resultados que serdo apresentados, consideramos um dominio com dimen-
soes 2 X 1 e uma viga em balango, sujeita a uma regiao de apoio em sua extremidade esquerda e a
uma forga de tragdo unitaria no ponto central da extremidade direita. Além disso, consideramos
um dominio inicial como o proposto por Wei et al. [14], cf. ilustrado na Figura 5. Por fim, ainda
que nao seja uma hipotese necessaria para o desenvolvimento teérico da parametrizagao conside-
rada neste trabalho, os experimentos foram executados sob hipotese de que os nos de localizagao
das RBF’s estao contidos na malha de resolugao dos problemas variacionais via elementos finitos.
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Figura 5: Ilustragdo de condigoes de contorno de viga em balango (esquerda), inicializagdo do dominio
adotada (centro) e sobreposi¢ao com exemplo de malha de elementos finitos, em azul, e de distribui¢ao das
RBEF’s, em laranja (direita).

Um primeiro resultado importante que foi observado em testes preliminares diz respeito a
escolha do pardmetro de extensao-regularizacao para obtengao do campo de velocidades, cf. apre-
sentado em [2, Segdo 4.5]. Considerando uma discretiza¢do do dominio, a extensdo do campo de
velocidades com relacdo & fronteira precisa ser suficiente para que o campo seja capturado pelos
noés da discretizagao, sobretudo considerando que no geral nao hé sobreposi¢ao dos nés com as
fronteiras de €2, como ilustrado a direita na Figura 5. Por um lado, o problema variacional da
extensao Hilbertiana é resolvido na malha de elementos finitos, considerando a discretizacao de
Q. Por outro lado, a evolugao da PLSF é feita a partir dos nés da malha de localizagao das
RBEF’s. Desta forma, concluimos que uma particularidade da combinagao da estratégia Hilbertiana
de extensao da velocidade com a abordagem parametrizada aqui proposta é a necessidade de se
considerar o refinamento de ambas as discretizagGes para a evolucao apropriada sem risco de perda
de informagoes.

Tlustramos a seguir o efeito do niimero de RBF’s consideradas para a parametrizagao da fungao
de conjunto de nivel, tomando quatro malhas diferentes com elementos quadrados para sua dispo-
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sicao: 20 x 10, 30 x 15, 60 x 30 e 90 x 45. Ja para a malha de elementos finitos, consideramos
uma discretizagao fixa de 180 x 90 elementos, de modo que a escolha de disposicao das RBF’s
consiste em tomar uma fungao-base a cada nove, seis, trés e dois noés da malha de elementos fini-
tos, respectivamente. Além disso, consideramos um raio de suporte fixo para todas as fungoes de
base radial, equivalente a dois elementos da malha menos refinadas. O processo evolutivo obtido
para cada um dos casos é apresentado na Tabela 1. Observamos que em termos de topologia, as
estruturas obtidas sao equivalentes. No entanto, no caso das malhas menos refinada, é perceptivel
uma dificuldade de representacdo do dominio, especialmente nas regides de barras mais finas, re-
sultando em um aspecto ondulado nas fronteiras. Ja quando contrastamos os resultados obtidos
com as duas malhas mais refinadas, nao é possivel observar diferencas significativas na capacidade
de representacao do dominio. Por outro lado, h4 um aumento de 55,8% no tempo computacional
gasto por iteragao do método. Efeitos analogos foram observado com outros problemas-teste , cf.
apresentado em [2, Capitulo 4], em que outros aspectos da abordagem sdo também investigados.

Iteragao 80

Iteragdo 10 Iteragao 20 Iteragao 40 .
ou de convergéncia

Iteragao 150(*)

- SRR 20020
- EERIDDEO 200200 ——

Tabela 1: Processo evolutivo obtido com diferentes malhas. O ntimero de iteragdes para convergéncia e
tempo por iteragdo para cada caso sdo apresentados a seguir. 20 x 10 : Sem convergéncia, 1.047s; 30 x 15 :
66 iteracgoes, 1.044s; 60 x 30 : 60 iteragoes, 1.353s; 90 x 45 : 61 iteragoes, 2.108s.

6 Consideracgoes finais

Quando a extensao-regularizagao Hilbertiana da velocidade é adotada juntamente com a abor-
dagem parametrizada de conjuntos de nivel aqui discutida, é importante garantir que a extensao
do campo de velocidades seja suficiente para que o mesmo seja capturado pelos nés da malha res-
ponsével pela evolugao do dominio. No que diz respeito ao esfor¢co computacional, o uso de fungoes
de base radial de suporte compacto é interessante em contraste com as classicas multi-quddricas,
uma vez que leva a matrizes de interpolacao e transicao esparsas, cuja dlgebra linear computacional
pode ser eficientemente explorada. Além disso, o estudo a respeito do desacoplamento das malhas
foi importante para observar que, ainda que haja um ntimero minimo de fung¢ées-base necessarias
para uma representacao apropriada dos dominios, é possivel adotar um numero reduzido de C2-
RBF’s em comparagao com o nimero de nés da malha de elementos finitos, levando a matrizes de
dimensoes menores. Com isso, o processo de evolugao pode ser mantido eficiente ao mesmo tempo
em que se preserva a acuracia na solu¢ao dos problemas variacionais.
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