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Resumo. Na pesquisa cientifica o Método das diferengas Finitas (MDF) é uma técnica numérica
amplamente utilizada em todas as areas das ciéncias e engenharias. Tradicionalmente, em problemas
em 2-D, é utilizado o método com 5 pontos, onde além do né central sao incluidos os nés anterior e
posterior na direcao horizontal e os nés anterior e posterior na direcao vertical de uma malha regular,
com espagamentos iguais entre os nés. Uma variante deste método é o conhecido como MDF com
9 pontos onde sao utilizados, além do né central, os 8 nés ao redor deste né. Embora este método
venha sendo estudado desde o ano 1958 onde aparece a primeira publicagdo sobre o assunto, se
observa na literatura pesquisada que nao teve a mesma aceitacao quando comparado com o método
de 5 pontos. O objetivo deste trabalho é aplicar este método na resolugao de problemas governados
pela equagao de Poisson com condigoes de contorno de Dirichlet. Dois exemplos numéricos sao
apresentados e os resultados sao comparados com a solucao analitica.
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1 Introducao

Técnicas numéricas sao utilizadas como métodos de resolugao de equagoes diferencias ordinarias
e parciais por décadas. Leonard Euler foi o pioneiro na anélise de técnicas numéricas nos primordios
do século 18 quando realizou pesquisas em dinamica dos fluidos e modelos mateméticos, mas
seu trabalho, inicialmente, foi focado na resolucao de equacgoes diferenciais ordinérias. Técnicas
numéricas para a resolucao de equacgoes diferenciais parciais foram desenvolvidas na década de
1930 quando o paper de Courant, Friedrichs e Lewy [5] introduz o Método das Diferencas Finitas
como uma forma de resolver equacdes diferenciais parciais [11].

Embora o desenvolvimento teérico tenha sido continuo e de forma consistente, o método so-
mente pode ser usado em toda sua potencialidade ap6s o desenvolvimento dos computadores e dos
softwares para computadores. Assim, a partir da década de 1960, técnicas numéricas comecaram a
ser utilizadas tornando-se ferramentas muito importantes na pesquisa nas ciéncias e engenharias.
Segundo Cheng e Cheng [4], o Método das Diferencas Finitas se encontra em segundo lugar quando
analisado o namero de publicagoes na base de dados do site Web of Science, atras do Método dos
Elementos Finitos.

O Método da Diferencas Finitas [6] continua sendo objeto de estudo e diversos esquemas de
diferencas finitas foram apresentados ao longo dos anos. O classico de 5 pontos, onde a aproximagao
das derivadas de primeira e segunda ordem considera, além do né central, os nés anterior e posterior,
e também o no superior e inferior ou seja considera os quatro nés na vizinhanca do no6 central.
Diversos esquemas de diferencgas finitas foram apresentados ao longo dos anos, procurando atender
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as necessidades de contornos irregulares, por exemplo, ou melhorar a acuricia dos resultados ou
para atender a aplicacoes especificas. Este trabalho resgata o esquema compacto de 9 pontos para
aplica-lo na equacao de Poisson com condi¢oes de contorno de Dirichlet.

Em 1996, Charl-Hyun et. al. [3] apresentou uma proposta de esquema de diferencas finitas de
9 pontos para resolver problemas que modelam a equacao da onda no dominio da frequéncia. Este
método mostrou ser eficiente ao permitir a reducao do ntimero de pontos de malha por comprimento
de onda para 4 ou menos, e como consequéncia, se reduz o uso de memoria do computador e tempo
de CPU. Mais recentemente, Avendano, et. al. [1] apresentaram uma proposta para modelar um
problema visco-acistico no dominio da frequéncia utilizando o esquema de 9 pontos. Este trabalho
apresenta um esquema de diferencas finitas de 9 pontos para modelar um problema governado
pela equagao de Poisson com condigoes de contorno de Dirichlet, considerando malha de tamanho
uniforme.

2 O Meétodo das Diferencas Finitas com 5 pontos

As equagoes diferenciais parciais (EDP) de segunda ordem, lineares, classificadas como elipticas
surgem com frequéncia na modelagem de problemas de equilibrio, como por exemplo na descrigao
de transferéncia de calor em sistemas bidimensionais em estado estacionario, ou em problemas de
percolagao de dgua em solo saturado.

Dentre as EDP “s elipticas mais importantes, podem se destacar as equagoes de Laplace e de
Poisson. Em um sistema bidimensional, a equacao de Poisson é expressa como segue,

0%u  0%u
2, _ _
VufwwLa—yQ—f(x,y), a<xr<b , c<y<d, (1)
sujeita as seguinte condigoes de contorno,
u(a,y) :g(aay) ) U(b, y) = g(ba y)»

quando a parte ndo homogeénea da equagdo (1) é nula obtém-se a equacgdo de Laplace [2].

O problema é discretizado através de uma malha de (n 4+ 2) x (n + 2) pontos no retangulo
[a,b] X [c,d]. Neste trabalho considera-se Az = Ay = h que define uma malha bidimensional com
espagamento uniforme. Entao, os pontos de malha sdo dados pela equagao (3),

(z4,y:) = (@ +ih,c+ jh), 1,7=0,...,n+1. (3)

Usando as notagoes a seguir para a incégnita u, a parte ndo homogénea f e as condi¢oes de
contorno g,

ug =uw(zi,y;)  fiy = f@ay) 5 9 = 9(@isy)), (4)

assim, a aproximagao por diferencas finitas para as derivadas parciais de segunda ordem em cada
ponto (x;,y;) é dada pelas expressdes seguinte [2],

0%u Ui—1,5 — QuiJ + Uit1,5 h? 9%
922 2 = 12 94 2 Yi); (5)

Q

8211, -~ Usj—1 — 2U1'7j + U541 h2 84’&

22| ~ 52 1287114(5%771)- (6)
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A seguir, somam-se as equagOes (5) e (6) obtendo-se a equacao final de diferengas finitas de
cinco pontos,

o Wig—1 F Uim1y — AUt Ui+ Ui
h2

ROy
12 924 0 Y T 13 a0

Usando a equacédo (7) na equagao (1), obtém-se a equagdo de Poisson final dada pela equacéo
(8) [10],

2 94 2 94
U -1+ Uj—1,j — 4ui,j + Uip1,5 + Ui 41 h® 0*u h® 0*u

2 :fi,j+E@(€myi)+ﬁ@($i,m)~ (8)

3 O Método das Diferencas Finitas com 9 pontos

O Método das Diferencas Finitas com 9 pontos produz aproximagoes de alta ordem considerando
um espacamento uniforme h nas direcoes = e y. Essa formulagao apresenta uma aproximagao de
quarta ordem e, portanto, maior precisao nos resultados e maior custo computacional para a
obtencdo do resultado. O método consiste na combinacgao linear de dois operadores de 22 ordem
construidos em dois diferentes sistemas de coordenadas rotacionadas [7].

A Equagao (9) apresenta a féormula final do MDF para 9 pontos,

1
V2Uij = 6? Ui—1,j—1 + 4ui_17j + 4’(1,1‘_;,_1,]‘ + Uit1,541 — 20ui,j—|— (9)

Fip1 -1 +4ug o1+ 4w g+ uiog

Pode ser verificado que aplicando esta aproximagao na solugao analitica e fazendo a expansao
em séries de Taylor, obtem-se a equagao (10)

2

h
Viu(z;,y;) = Viu + 5 [tawen + QUryy + Uyyyy | + O(RY). (10)

Pode-se observar que a discretizagdo com 9 pontos tem precisdo de quarta ordem no espaco [8].
No entanto, observe que o erro dominante é dado pela equagao (11)

Uggaa T 2uzzyy + Uyyyy = VQ(VQU) (11)

que é, o Laplaciano do Laplaciano:

Uggqa T 2Umo:yy T Uyyyy = VQ(f) (12)

A partir da equacao (12) observa-se que é possivel calcular o erro de truncamento dominante a
partir do valor de f sem o conhecimento de wu.
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4 Exemplos de aplicacao

Dois exemplos de aplicagao sao apresentados para resolucao da equagao de Poisson em duas
dimensoes: a primeira com condi¢oes de contorno de Dirichlet homogéneas e a segunda com con-
digoes de contorno de Dirichlet nao homogéneas. Para a resolucao é utilizado o software Octave
versao 4.0.0 [9].

Exemplo 1: Considere o seguinte problema de Poisson em duas dimensoes,

Uy + Uyy = —sinz cosy ) (z,y) € (0,7) x (0,7),

sujeita as condigoes de contorno seguintes,

u(0,y) =0,
u(m,y) =0,
u(z,0) =0,
u(z,m) =0,

- . . ~ 1. .
sabendo que a solugdo analitica é dada pela seguinte expressao u(x,y) = 3 sin z sin y.

Para a resolucdo numeérica foram utilizadas discretizac¢oes iguais tanto para o eixo x como para
o0 eixo y. As malhas geradas correspondem a 6, 11, 21, 41 e 81 divises respectivamente.

A Figura 1 mostra o grafico da solugdo aproximada do problema proposto, utilizando o esquema
de diferencas finitas com 9 pontos com refinamento de malha com 81 divisoes iguais.

Formula Compacta 9 Pontos 2-D para n=81

S
L
R

3
S
S

SR

Figura 1: Exemplo 1 com o método com 9 pontos.

Na Tabela 1 tem-se a norma L? da diferenca entre a solucio aproximada e a solucdo analitica
nos pontos de malha.
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Tabela 1: Tabela de erros para diferentes valores de n, exemplo 1.
n Erro 5 pontos Erro 9 pontos
6 4.1948E-01 8.4423E-02
11 5.0663E-02 4.1394E-02
21 2.9293E-02 2.0596E-02
41 1.0832E-02 1.0285E-02
81 5.2532E-03 5.1410E-03

Exemplo 2: Considere o seguinte problema de Poisson em duas dimensoes,
Upg + Uyy = —6(z —y) + 2 , 0<z<1 , 0<y<lI,
sujeita as condigoes de contorno seguintes,
u=x?(1—2) : nos contornos horizontais do quadrado,

u=y(l-— y)2 : nos contornos verticais do quadrado,

sabendo que a solucio analitica é dada pela seguinte expressio u(z,y) = 2%(1 — z) + y(1 — y)%.
Assim como no exemplo anterior, para a resolu¢ao numérica foram utilizadas discretizagoes
iguais tanto para o eixo x como para o eixo y. As malhas geradas correspondem a 6, 11, 21, 41 e
81 divisdes respectivamente.
A Figura 2 mostra o grafico da solucao aproximada do problema proposto com as condi¢oes de
contorno diferentes de zero, utilizando o esquema de diferencas finitas com 9 pontos com refina-
mento de malha com 81 divisoes iguais.

Formula Compacta 9 Pontos 2-D para n=81

Figura 2: Exemplo 2 com o método com 9 pontos.

Na Tabela 2 tem-se a norma L? da diferenca entre a solucio aproximada e a solucdo analitica
nos pontos de malha.
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Tabela 2: Tabela de erros para diferentes valores de n, exemplo 2.
n Erro 5 pontos Erro 9 pontos
6 1.5202E-16 4.0627E-16
11 4.4203E-16 2.6415E-15
21 9.9961E-16 1.8571E-14
41 1.5359E-15 1.5413E-13
81 7.3191E-15 1.2136E-12

Na Figura 3 observa-se uma comparacao do tempo de processamento computacional dos algo-
ritmos de 5 e 9 pontos para o exemplo 2.

10000,0 -
log

1000,0 - I

100,0 - ,
‘ . -5 pontos

Tempo (s)

10,0 9 pontos

1,0 ; ]—

0,1 -

Figura 3: Tempo de processamento computacional com 5 e 9 pontos .

5 Consideracoes Finais

O presente trabalho apresenta a formulacao de diferencas finitas com 5 e 9 pontos, para resolver
a equagdo de Poisson com condi¢des de contorno de Dirichlet. Os exemplos sdo apresentados
para a formulagdo com 5 e 9 pontos e os resultados sdo comparados com a solu¢do analitica.
Observa-se que o erro apresentado no exemplo 2 é da ordem de 10~!* em média e que indica
uma precisdo muito boa. E natural levantar o questionamento sobre a comparacao dos resultados
entre as formulacoes com 5 e 9 pontos. Mas os resultados mostram uma diferenga minima quando
comparados os graficos, com uma pequena melhora para a formulacdo com 9 pontos. A explanagio
destes resultados serd apresentado em outro artigo pois existem limitagoes de espacgo neste trabalho.

E preciso ainda estudar os problemas apresentados considerando condicdes de contorno de
Neumann, que serao apresentados posteriormente.
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