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Métodos de primeira ordem acelerados
e buscas adaptativas para minimização suave
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Neste trabalho foi considerado o problema de minimizar f(x), s.a x ∈ Rn, em que f : Rn → R é
continuamente diferenciável (f ∈ C1) e convexa. Adicionalmente, foram consideradas as hipóteses
de f ser L-fortemente suave e µ-fortemente convexa. Um tratamento teórico desse problema com
essas hipóteses pode ser visto, por exemplo, em [3, Capítulo 3] ou [6, Capítulo 2].

Esse problema é, em geral, resolvido utilizando-se métodos numéricos iterativos. Dois métodos
muito conhecidos são o método do gradiente descendente [4, §3.1.2] e o método de Newton [4,
§3.2.2]. Outra opção são os métodos de primeira ordem acelerados, que são métodos iterativos que
utilizam apenas informação de gradiente, assim como o gradiente descendente, mas buscam uma
melhor taxa de convergência, como o método de Newton.

Entre esses métodos está o método heavy-ball [8], que se caracteriza pela atualização

xk+1 = xk − αk∇f(xk) + βk(x
k − xk−1). (1)

Em (1) vemos que o método heavy-ball se diferencia do método do gradiente descendente por
conta do termo de inércia βk(x

k − xk−1), o qual tem o papel de defletir o gradiente e amenizar o
zigue-zague da trajetória, o que acelera a convergência.

A escolha dos tamanhos de passo αk e βk pode seguir os indicados em [8, Teorema 9] quando
f for L-fortemente suave e µ-fortemente convexa. Entretanto, quando L ou µ são desconhecidos
ou não existem, ainda é possível utilizarmos (1), mas agora será necessário um esquema de buscas
adaptativas para seleção dos passos.

Neste trabalho propomos uma maneira de selecionar αk e βk de forma adaptativa utilizando-se
a regra de Armijo [4, §3.1.1] em cada uma das direções (−∇f(xk) e (xk − xk−1)) individualmente,
com possíveis contrações, controladas por αcontr e βcontr, no caso de falha na regra.

Na estratégia proposta, os palpites iniciais de αk e βk são dilatações, controladas por αdil e βdil,
dos respectivos passos selecionados na iteração anterior. Com essa dilatação podemos obter a não
monotonicidade dos tamanhos de passo, e utilizando a memória dos passos da iteração anterior,
podemos diminuir a quantidade de avaliações de f na busca.

Veja que uma exceção deve ser feita para quando a direção de inércia (xk − xk−1) não for de
descida. Nesse caso, substituímos βk por δβk−1 em (1), com 0 ≤ δ ≪ 1, realizamos a atualização
βk ← βk−1 e esse passo não é dilatado caso haja busca linear na próxima iteração.

Como problemas-teste, consideramos funções quadráticas da forma f(x) =
∑n

i=1 dix
2
i , em que

os coeficientes di foram tais que d1 = µ = 1, dn = L = 1000 e di ≤ di+1. Além disso, os coeficientes
foram divididos em 1 até 5 clusters, sendo possível controlar o quão concentrados ao redor do
centro dos clusters os coeficientes estavam e se os valores extremos estariam isolados ou não. Ao
total, consideramos 400 problemas distintos e para cada um deles foram gerados aleatoriamente
3 pontos iniciais x0 tais que ∥x0∥∞ = 1. Foi permitido um máximo de 2000 iterações e admitiu-
se convergência quando ∥∇f(xk)∥2 ≤ 1e−6. Os hiperparâmetros da proposta adaptativa foram:
α0 = β0 = 0.01, αcontr = 0.5, αdil = 1.1, βcontr = 0.2, βdil = 2 e δ = 0.001.
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Comparamos a proposta adaptativa do método heavy-ball (HB adapt) com outros métodos de
primeira ordem acelerados, como o método de Nesterov de 1983 – N83 [6, Seção 2.2], o método de
Nesterov de 2007 [5] com recomeço adaptativo – N07 [7] e o método de Gonzaga e Karas de 2013
– GK13 [2]. Os hiperparâmetros de HB adapt foram escolhidos manualmente com uma pequena
quantidade de problemas-teste quadráticos. A comparação foi feita com a utilização de performance
profile, conforme proposto em [1]. Os resultados podem ser vistos na Figura 1.
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Figura 1: Perfis baseados em iterações (esq.) e tempo (dir.) para problemas com funções quadráticas

Com esses resultados, vemos que a proposta apresentada atingiu desempenho competitivo com
métodos já conhecidos, e teve vantagem no conjunto de problemas-teste.
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