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Resumo. Neste trabalho exploramos uma classe de nimeros que preservam algarismos e, entre
eles, aquele que troca os algarismos na ordem inversa do nimero inicial. Apresentamos uma carac-
terizagao especial para a distancia de separacao entre um nimero natural dado e ele escrito com os
digitos em ordem inversa e para isso, elaboramos um algoritmo utilizando repunidades, dada a sua
natureza intrinsicamente simétrica.
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1 Introducao

O conceito e a representagao dos nimeros evoluiram desde as primeiras civilizagoes até chegar
ao sistema posicional de base 10 com uma notagao e propriedades adequada para realizacao dos
célculos. Neste trabalho apresentamos alguns problemas motivadores, como algumas simetrias e
padroes sobre os numeros naturais visando o uso das repunidades, especialmente para a carac-
terizacao da familia de permutadores de um numero natural e estabelecemos um algoritmo para
sua reversao, ou seja, para escrevé-lo em sua ordem inversa. Tais ideias podem ser abordadas nos
cursos de Licenciatura em Mateméatica e no Ensino Béasico para investigar e realizar descobertas
interessantes sobre os nimeros usando algoritmos, calculadoras e planilhas eletronicas.

E curiosa a propriedade de representacdo de alguns niimeros preservando o seu valor quando o
lemos da esquerda para a direita ou vice-versa, como os niimeros 1234321,434, ..., as repunidades
1,11,111,1111,... e datas (22/02/2022) escritas sem separar o dia, 0 més e o ano como 22022022.

Notemos também que alguns nimeros comutados como 12 e 21, 13 e 31, 122 e 221 possuem seus
respectivos quadrados 144 e 441, 169 e 961, 14884 e 48841 elegantemente formados pelos mesmos
algarismos também na ordem reversa.

Observemos ainda que 37 é o 12° ndmero primo, e trocando a ordem de seus algarismos,
curiosamente 73 ainda é primo e nao obstante, é o 21° na listagem de primos.

Além de simetrias e padroes muitas outras curiosidades aparecem quando se trata dos nimeros
naturais, como as que reconfiguram a disposi¢ao numérica dos algarismos dentro dos niimeros, que
depende exclusivamente do sistema de numeragao posicional adotado.

2 Sistema de Numeracao, Base e Divisibilidade

No nosso sistema de numeracao posicional decimal os ntimeros sao representados pelos alga-
rismos indo-arabicos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9. O sucessor do nimero 9, é considerado como uma
unidade a mais no sistema, ele estd na proxima ordem e escrevemos 10, ou seja, uma vez 1 (uma
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dezena) mais zero 0 (unidades). Ele é muito especial, pois qualquer ntimero na base 10 é escrito
como a combina¢do de poténcias de 10 com coeficientes cujos valores vao de 0 a 9.
De fato, escrevemos todo niimero real x na base 10 como combinagoes de poténcias de 10

()10 = - ap x 10"+ -+azx 10>+ a9 x 10> +-a; x 10" +ag x 10° +a_; x 107 +a_5 x 1072 4. ..

com coeficientes a;,i € N (conjunto dos ntimeros natuais), podendo assumir valores de 0 a 9.

Do mesmo modo podemos representar um nimero z em qualquer base b > 2.

Se z for negativo ele vem precedido do sinal menos.

Estamos interessados na representacao de ntimeros inteiros, assim escrevemos 2022 na base 10:

(2022)19 = 2 x 103 + 0 x 102 + 2 x 10! 4+ 2 x 10°

A menor base viavel é a binaria, com b = 2, que é uma das mais interessantes cria¢oes divulgada
por Liebniz[6].

Na base 10, (2022)1¢ tem quatro algarismos, e na base 2 se faz necessario o uso de 11 algarismos
para representar esse mesmo numero (11111100110)e. A medida que o nimero de elementos de
uma base de numeragao decresce, precisamos mais algarismos para representar um determinado
namero. Varias propriedades sao comuns a todas as bases de representacao dos ndmeros e elas
podem facilitar a realizacdo das operagoes como as que costumamos fazer na base 10.

Relembremos a unicidade do quociente e do resto numa divisao de nimeros naturais estabelecida
pelo agoritimo da divisao de Euclides [6].

Sejam y (dividendo) e x (divisor) dois ntimeros naturais com 0 < z < y. Existem dois tinicos
ndmeros naturais ¢ (quociente) e r (resto) tais que y = x g + r, com r < .

E também uma propriedade interessante sobre critérios de divisibilidade para qualquer base
b > 2 enunciado na proposicao.

Proposigao 2.1. Um nimero natural m escrito em qualquer base b > 2 € divisivel por b—1 se a
soma dos seus digitos € divisivel por b — 1.

Demonstragdo. Seja (m), um numero natural m na base b
(m)y = agb® + ap_1b" "1+ +arb+ ag
Reescrevendo (m); como:

(m)y = ap[(* — 1) + 1] + ap1[(W" ' = 1)+ 1+ +ar[(b—1) + 1] +ao
=lap(* =) +ap_ 10" P =)+ Far(b—1D]+ar+ar1+ - +a+ag
e como b* — 1 é multiplo de b — 1 podemos verificar que
(m)p = [um multiplo de (b—1)] + ax + ap—1+ -+ a1 +ag

Assim, um ntmero (m), = axb® + ar_16¥1 + - + a1b + ag é divisivel por b — 1 se a soma de
seus algarismos ag + ax—1 + - - - + a1 + ag € divisivel por b — 1, qualquer que seja a base b. U

Observemos que a divisibilidade de um numero por outro independe do sistema de numeragao
particular em que ele é escrito.
Na base 10 um ntamero é divisivel por 9 se a soma dos seus digitos é divisivel por 9.

Corolario 2.1. Num sistema de base b a representac¢io de um numero termina em zero se e
somente se este numero é divisivel por b.

De fato, na base 2 todo nimero terminado em 0 é divisivel por 2, da mesma forma que na base
10, todo namero terminado em 0 (zero) é divisivel por 10.
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3 Repunidades: Simetrias que geram Simetrias

. Em 1966 Beiler[1] nomeou as repunidades, que sdo os numeros formados pela repeticdo da
unidade no sistema decimal. Denotamos por:

R,=111...11, n=1,2,3,...
—_—

n uns

Observemos que o produto 12345679 x 9 = 111111111 = Ry é uma repunidade formada por
noves uns, operacao esta, que era um teste conhecido que se fazia com as calculadoras elementares.
Notemos também que, as primeiras poténcias das primeiras repunidades como a do 11:

112=11x11=121, 11> =11x11x11=1331, 11* =11 x 11 x 11 x 11 = 14641,

nimeros que podem ser lidos da esquerda para direita ou vice-versa, enquanto que 11° = 161051
e outras poténcias de repunidades nao.

Um namero m € N é chamado de capicua ou palindromo, se a sua representacao, axag_1 - - - G1ag
em uma determinada base b > 2 com ag # 0 e a # 0, temos a; = ap_; para cada 0 < i < k,
i,keN.

Os ntimeros na base decimal 1111, 123454321, 49694, 2002 que obedecem tal propriedade de
simetria dos seus algarismos sao nimeros capicuas.

As repunidades, além de capicuas, possuem muitas propriedades interessantes como podemos
ver em Ochoviet[4], Costa e Carvalho[3] e, entre elas, ressaltamos a representagdo por

999...99
10" -1 n noves
R, = = =111...11, n>1,
10 -1 9 N—_——r

n uns

ou que, elas podem ser obtidas pela equagao discreta linear de primeira ordem nao homogénea:
R,+1=10R,+1, neN, n>1 com a condi¢ao inicial R; =1

Os quadrados das menores repunidades sdo nameros capicuas, que consistem dos algarismos
seguidos na ordem (crescente, depois decrescente) 1,2,3,...,(n—1),n,(n—1),(n—2),...,2,1. De
fato, os produtos especiais de repunidades com elas mesmas, ou os quadrados das repunidades de
1 a 9 sao numeros capicuas.

RI=1x1=1, R2=11x11= 121,...,RS = 111111111 x 111111111 = 12345678987654321

A partir de um numero dado podemos obter um numero capicua por concatenacdo ou pela
soma dele com seu reverso.

De fato, escrevendo por exemplo, o niimero 3426 com os mesmos algarismos na ordem trocada,
obtemos o niimero 6243, e ao concatenarmos com o nimero original obtemos o nimero 34266243
que é capicua.

Também podemos partir do niimero, por exemplo, 38, permutamos ele, invertendo a ordem de
seus algarismos, obtemos 83. Somando ambos, 0 nimero original com o nimero com os digitos
invertidos, obtemos 38 4+ 83 = 121, e neste caso, logo no primeiro passo, um nimero capicua.

Caso o niimero obtido no primeiro passo ndo for um nimero capicua, repetimos este mesmo
procedimento para tentar encontrar um numero capicua. Comegando agora com o nimero 94,
permutamos ele e obtemos o nimero 49, mas 94 + 49 = 143 nao é capicua. Continuamos o
processo, comutando 143 obtemos 341 e, ai somando-o com o anterior, obtemos 143 + 341 = 484,
que é capicua. Atentemos que este procedimento nem sempre nos leva a um nimero capicua, como
podemos experimentar partindo de alguns niimeros, como de 196 ou de 897.
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4 Permutador de um Numero Natural

Ao considerarmos o numero 3456 e adicionarmos 2979, obtemos um resultado especial, 6435,
na qual figuram todos os algarismos do nimero inicialmente apresentado, na ordem trocada, um
caso particular de todas as permutacoes dele. O mesmo vale para os numeros 1980 e 3087 que
somados com 3456 obtemos outros nimeros com os mesmos algarismos: 3456 + 1980 = 5436 e
3456 + 3087 = 6543. Desta forma, dizemos que os numeros 2979, 1980 e 3087 pertencem & familia
de permutadores associados ao numero 3456. Uma caracteristica necessaria, (mas nao suficiente),
para que um ntmero seja um permutador de outro nimero, é que este seja multiplo de 9 [5].

L,: Permutadores e os respectivos Lot Permutadores e os respectivos
permutados de 3456 permutados de 1234
[ Namero + Permutador = Permutado | [ Namero + Permutador = Permutado |
3456 + 0 = 3456 1234 + 0 = 1234
3456 + 9 = 3465 1234 + 9 = 1243
3456 + 90 = 3546 1234 + 90 = 1324
3456 + 108 = 3564 1234 + 108 = 1342
3456 + 189 = 3645 1234 + 189 = 1423
3456 + 198 = 3654 1234 + 198 = 1432
3456 + 900 = 4356 1234 —+ 900 = 2134
3456 + 909 = 4365 1234 + 909 = 2143
3456 + 1080 = 4536 1234 + 1080 = 2314
3456 -+ 1107 = 4563 1234 -+ 1107 = 2341
3456 + 1179 = 4635 1234 -+ 1179 = 2413
3456 + 1197 = 4653 1234 + 1197 = 2431
3456 + 1890 = 5346 1234 + 1890 = 3142
3456 + 1908 = 5364 1234 + 1908 = 3142
3456 + 1980 = 5436 1234 + 1980 = 3244
3456 + 2007 = 5463 1234 + 2007 = 3241
3456 + 2178 = 5634 1234 + 2178 = 3412
3456 + 2187 = 5643 1234 + 2187 = 3421
3456 + 2889 = 6345 1234 + 2889 = 4123
3456 + 2898 = 6354 1234 + 2898 = 4132
3456 + 2979 = 6435 1234 + 2979 = 4213
3456 + 2997 = 6453 1234 + 2997 = 4321
3456 + 3078 = 6534 1234 + 3078 = 4312
3456 + 3087 = 6543 1234 + 3087 = 4321

Considerando o nimero 1002 temos que o seu comutado 2001, é o numero lido da direita para a
esquerda, ou seja, com os algarismos do nimero inicial trocados de ordem. Notamos que ele pode
ser obtido ao somarmos 999 ao nimero original. De fato, 1002 4+ 999 = 2001. O namero 999 é o
permutador especial de 1002 pois gera o reverso dele. Este permutador é chamado de reversor.

O reversor de um nimero m = a,an_1 ...a2a1, € N é outro ntimero natural Rev(m) tal que

m + Rev(m) = ajas ... an_1ay,

Observemos que no caso do namero 3518, Rev(3518) = 4635, pois 3518 + Rev(3518) = 3518 +
4635 = 8153, que aparentemente nao se assemelha ao 999 do exemplo anterior. Veremos que por
mais diferentes que sejam, todos os permutadores apresentam um mesmo padrao de construcgao.

Com um ndimero natural de m algarismos distintos podemos obter m! nimeros distintos com
os mesmos algarismos de m, que chamaremos de permutadores, e apenas um deles, é exatamente
0 seu reverso.

Vamos apresentar uma caracterizacao para todos os niimeros nao triviais pertencentes a esta
familia de permutadores bem como a sua efetiva construcao. As listas L; e Ly a seguir com todos
os possiveis permutadores de 3456 e 1234 podem ser conferidas com uma planilha, por exemplo,
do software livre Geogebra® ou do LibreOffice Calc.

Detalhemos agora que 3456 adicionado a 2979 nos da& 6435, o que modifica a ordem original
dos algarismos. Todavia, observamos que o nimero 2979 pode ser decomposto em 1980 + 999 em

3www.geogebra.org
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que a primeira parcela permuta os algarismos 3 e 5, resultando no permutado 5436, e a segunda
parcela comuta, sobre este ultimo resultado, os algarismos 5 e 6 chegando finalmente a 6435.
Observamos nas listas anteriores que os permutadores associados ao 3456 sdo 0os mesmos per-
mutadores associados ao 1234, ou ainda poderiamos verificar também que sdo os mesmos de 6789.
Estes nameros carregam uma simetria inerente a esta operacao de adicao, e é de se esperar
que sua construcdo usa uma determinada familia de nimeros que sejam simétricos por exceléncia.
De fato, dado um nimero natural qualquer existe uma familia de permutadores associada a ele,
e numeros diferentes podem ser associados a familias de permutadores completamente diferentes.
Mas também depende de como os algarismos estao distribuidos dentro deste nimero inicial dado.
Dizemos que os nameros 2979, 1980 e 3087 pertencem & familia de permutadores associados aos
numeros 3456, 1234 e 6789. Entretanto, destacamos que os nimeros reversores que funcionam para
estes numeros com algarismos consecutivos ordenados, ndao sdo os mesmos usados para nimeros
com algarismos mais espagados como 2468, 1369, 6174 ou 8263.
A relagdo entre uma série crescente de permutadores como as mostradas nas proximas listas Lg
e L4, obviamente funciona para quaisquer ntmeros com digitos sequenciais.

L3: Permutadores e os respectivos L4: Permutadores e os respectivos
permutados permutados
[ Namero + Permutador = Permutado | [ Namero + Permutador = Permutado |
12 + 09 = 21 89 + 09 = 98
123 + 108 = 231 789 + 108 = 897
1234 + 1107 = 2341 6789 + 1107 = 7896
12345 + 11106 = 23451 56789 + 11106 = 67895

5 Construcao do Reversor de um Nimero Natural

Mostraremos uma caracterizacdo para os nimeros pertencentes a esta familia de reversores,
mas antes da construgao da reversao de um nimero faremos algumas consideragoes:

a) Tomemos o conjunto R = {1,11,111,..., R,,...} em que R, é o ntumero formado pelas
justaposicoes do algarismo 1 por n vezes seguidas, nomeado conjunto das repunidades. E para
levar em conta os efeitos de simetria que desejamos o ampliaremos, incluindo também o numero
zero que, para efeitos de notagao sera considerado Ry.

b) A diferenga entre dois nimeros constituidos pelos mesmos algarismos (sem importar a or-
dem) sempre serd um multiplo de 9, uma vez que ambos pertencem necessariamente a um mesmo
conjunto de restos pela divisdo por 9, de forma que a diferenca destes sempre deixa resto zero na
divisdo por nove, uma conhecida e classica prova dos nove [3].

¢) Uma constatagao é que a construgao de reversao dos algarismos de um nimero natural m que
faremos é realizada com um numero de passos finito, uma vez que o reversor terd tantas parcelas
quanto os pares de algarismos figurarem no ntmero inicial m.

d) Em cada iteragdo da construgao a ordem da repunidade associada a parcela diminui em
dois algarismos. Isso significa que m sendo par, na ultima parcela ird figurar R; multiplicando
a diferenca dos dois algarismos centrais. Para m impar, a tltima parcela da repunidade serd de
ordem Ry, que é zero pela definicdo, mas que multiplicaria a diferenca do algarismo central pelo
seu simétrico em relagao a ele, ou seja, ele préprio, o que também torna nula esta tltima parcela.

Teorema 5.1. Seja m um nimero natural na base 10 formado por n digitos, descrito pelo conjunto
de algarismos (anGn—1 ...az2a1)10 em que 0 < ap <9, k=1,2,...9 . Temos entao que o nimero:

9 x [ (a1 — an) X Rn,1 -+ (GQ — an,l) X Rn,3 X 101 + (a3 — an,g) X Rn,5 X 102 + ...

em que R, € a repunidade de ordem n é um reversor de m .
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Demonstra¢do. Vamos considerar a primeira parte da adigao, e mostrar que ela altera apenas
os algarismos extremos de m dado, mantendo fixo todos os demais algarismos dele. O primeiro
estagio da formacao do reversor consiste em tomar a diferenca entre os algarismos extremos de m,
multiplicar pela repunidade R,,—; de ordem n — 1 e ainda multiplicar este resultado por 9.
Assim, a soma do nimero inicial com o primeiro estagio do reversor relativo a este nimero seréa:
m+(a1 —an) X Rnp_1%x9

Escrevendo 9 = 10 — 1 e usando a propriedade distributiva dos ntimeros naturais temos:

m+ (a1 —ap) X Rp—1 X (10—1)=m+10 X (a1 —ap) X Ru_q1 — (a1 — an) X Ryp—q
=m+10 X (a1 — ap) X Rp—1 + (an —a1) X Rp—1

Notamos que a primeira parcela a ser adicionada com m é um ntmero de n algarismos formado
pela repeticao do digito (a1 — a,,) por n — 1 vezes e com digito final igual a zero, por ser multiplo
de 10. A segunda parcela é formada por apenas n — 1 algarismos* formado pelo digito (a, — a)
conforme podemos expressar claramente na tabela 1.

Tabela 1: Tabela auxiliar para permutagao dos extremos do ntmero

T T ey T T ey o
(an —a1) | ... (an —a1) | (an —aq) T
’ aj ‘ anp—1 ‘ e ‘ asg ‘ an ‘

Desenvolvemos este resultado pelo algoritmo da adicao, algarismo a algarismo das colunas das
trés primeiras linhas da Tabela 1. Isso provém de um simples artificio para se operacionalizar a
multiplicacdo por 9. Desta forma, a cada novo estdgio a ser adicionado, cada par de algarismos
simétricos é trocado de ordem e preserva os algarismos presentes dentro do intervalo entre estes
simétricos, de sorte que, ao final do processo resultara o Rev(m). Visto que cada um destes estagios
de permutacado de algarismos sao independentes entre si, eles podem ser sobrepostos de forma a
gerar qualquer combinacao final de algarismos, nao necessariamente s6 na ordem inversa.

Os proximos estagios de composicao do permutador trocard de posi¢ao o préximo conjunto de
algarismos simétricos, sem alterar a posicao dos demais, numa sucessao de passos finitos, até que
o niumero inicial tenha trocado todos os seus digitos de posicdo. A soma de todos os estagios é que
nos dé o reversor associado ao niimero dado inicialmente. O

Observemos quando o nimero m é maior do que o seu reverso, a parcela negativa é absorvida
pela diferenca dos algarismos extremos ao se inverter a ordem de subtracao. Efetuando-se a adicao,
os algarismos intermediarios sao preservados e os algarismos extremos sao comutados em relagao
as suas posigoes iniciais. Este tltimo fato é o que nos forga a usar o termo reversor no lugar de
distancia entre nimeros simétricos, uma vez que esta nomenclatura nao estaria bem caracterizada
com as propriedades de uma funcao distancia, embora a desigualdade triangular se verifica.

Observemos nas listas L e Ly que os permutadores associados ao 3456 ou 1234 sao 0os mesmos

4Se (a1 — an) > 0, entdo (an — a1) < 0 tratando-se aqui de “ntimero" formado pela repeticio de digitos com
sinal, o que nao constitui verdadeiramente um nimero
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do namero 6789. Construimos agora, de acordo com o algoritmo do teorema 6.1 0 Rev(17524):
Rev(17524) = 9 x [(a1 — as) Ry + (az — ag) X Ry x 10 + (a3 — a3) x Ry x 10?]
=9x[(4—1) xRy +(2—7) x Ry x 10+ (5 — 5) x Ry x 10%]
=9x[3x 1111 —5 x 11 x 10]
=9 x [3333 — 550]
= 25047 ( De fato: 17524 + Rev(17524) = 17524 + 25047 = 42571)

Para um namero qualquer, existe uma familia de permutadores associada a este numero.

Dado m € N escrito em qualquer base b, a subtracao de qualquer permutacao dos seus algaris-
mos sempre serd divisivel por b — 1.

Observamos que a fatoracdo prima do (462)7 que é 3 x 5 x (22)7 corresponde a (240)19 =
3 x5 x (16)19 e, de fato, 22 na base 7 corresponde exatamente ao nimero 16 na base 10.

6 CONCLUSAO

Atividades investigativas como o reconhecimento das propriedades das operacoes aritméticas, a
realizagdo de célculos aritméticos, identificacao de simetrias, padrdes e generalizagdes possibilitam
o uso das ferramentas tecnoldgicas como instrumentos importantes de aprendizagem, no inicio do
desenvolvimento do pensamento computacional, e com a linguagem algoritmica, reconhecendo a
estrutura légica operacional prépria dos algoritmos no Ensino Bésico adotadas como eixos integra-
dores de contetdos podem levar a construcao dos reversores, casos particulares de permutadores
de um numero e podem ser transpostos para a resolugao de problemas modelados pela linguagem
matematica, contemplando as competéncias e habilidades pregadas pela BNCC (Base Nacional
Comum Curricular)[2].

Tal como o niimero zero foi incluido mais tarde no sistema de numeracao, precisamos introduzi-
lo como Ry = {0}, mesmo nao sendo repunidade, para que as demonstragdes usadas para obtengao
do reversor fizessem sentido.

Outra conclusao importante se faz em relacdo aos nimeros formados por um tnico algarismo,
é que estes podem estar associados a diversos reversores ao se admitir zeros a sua esquerda. A
exemplo, o niimero 4, pode ser entendido como sendo 04 e 004, relacionando-se assim aos reversores
36, 396 respectivamente quando necessario.

A construcao do reversor de um nimero é perfeitamente generalizavel para as outras bases!
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