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Resumo. Uma Régua de Golomb com n pontos é um conjunto de n inteiros maiores ou iguais a zero
tal que o conjunto das diferencas entre os pontos néo possui dois elementos iguais. Uma Régua de
Golomb é6tima € aquela em que seu maior ponto L nao pode ser diminuido. Uma Régua de Golomb
de ordem 2 é uma Régua de Golomb tal que o conjunto das diferengas das distancias entre os pontos
tem cardinalidade minima. Neste artigo, apresentamos um primeiro modelo de otimizagdo inteira
para obter uma Régua de Golomb de ordem 2, segundo o conhecimento dos autores. Resultados
computacionais para problemas de pequeno porte sao apresentados.
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1 Introducao

Dado um inteiro positivo n, o Problema da Régua de Golomb, em inglés Golomb Ruler Problem
(GRP), é localizar n marcas inteiras ao longo de uma régua imaginéria tal que todas as distancias
entre pares de marcas sao distintas e o comprimento da régua é minimo.

Dizemos que temos uma Régua de Golomb, Golomb Ruler (GR), quando, dadas n marcas, as
distancias associadas sao todas diferentes. Temos uma Régua de Golomb Otima, Optimal Golomb
Ruler (OGR), quando temos uma Régua de Golomb de comprimmento minimo.

Por exemplo, o OGR paran =46 {0,1,4,6}, e paran = 5, existem duas solugoes: {0,1,4,9,11}
e {0,2,7,8,11}.

Uma Régua Golomb de Ordem 2 é uma Régua de Golomb tal que todas as diferencas d;;x; =
|dw — dijl, {i,j} # {k,l} sdo distintas tanto quanto possivel. Chamaremos estas diferencas de
distancias de ordem 2. A construgao da régua de Golomb de ordem 6tima 2, ou seja, de réguas de
comprimento minimo, é um problema altamente combinatério que tem aplicagoes, por exemplo,
na construgao de cédigos autoconvolucionais duplamente ortogonais (C.SO?C) [2].

Uma Régua Golomb de Ordem 2 contém algumas repetigdes inevitaveis de algumas distancias
de ordem 2 6;;5;. Por exemplo, dado um (¢, j, k,1) de 4 uple, 1 < i < j < k <, temos:

Sijin =dy —di —dj +d; = dy — dj — (di, — di) = O1eji-

Jaumard et al. [2] demonstraram que o nimero minimo de diferentes distancias de ordem 2

(Dif) em uma O2GR é dado por:

Dif—Nd—Z(n—t)(n_t_2)_4!~(:!—4)!
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onde n é o namero de pontos e Nd é o nimero total de distancias. Por exemplo, se n =5, Nd = 45
e, pela expressao acima, Dif = 29. Ou seja, existe um total de 45 distancias de ordem 2, tal que
29 sao diferentes entre si. O problema é: onde estdo estas marcas?

A tabela 1 detalha a contagem do ntmero de repetigoes inevitaveis para M = 2, ..., 10.

Tabela 1: Numero de repetigoes inevitaveis

n t=2 | t=3 | t=4 | t=5 | t=6 | t=7 | t=8 | Nd | Dif
3 - - - - - - - 3 3

4 3+1 - - - - - - 15 | 11
) 3+5 4 - - - - - 45 | 29
6 | 3+15 4 ) - - - - 105 | 64
7 | 3435 4 5 6 - - - 210 | 125
8 | 3+70 4 ) 6 7 - 378 | 223
9 | 3+126 4 5 6 7 8 - 630 | 371
10 | 34210 4 ) 6 7 8 9 990 | 584

O ntmero de repetigoes inevitaveis evidencia a dificuldade adicional de resolver o Problema da
Régua de Golomb de Ordem 2 quando comparado ao Problema da Régua de Golomb (de ordem
1). Vale observar que as solugoes étimas para o Problema da Régua de Golomb séo conhecidas
apenas até n = 27 [1].

Jaumard et al. [2] propuseram um algoritmo exato para construir uma Régua de Golomb de
ordem 2 6tima e forneceu as solugoes 6timas até 9 pontos (marcas).

Segundo o nosso conhecimento, nao existe um modelo na literatura para o O2GRP. Na secao
2 um modelo de otimizacao inteira é apresentado para o Problema da Régua de Golomb de ordem
2. Na secao 3 sao mostrados os resultados computacionais. Finalmente na secao 4 apresentamos
nossas conclusoes e perspectivas.

2 Um modelo de otimizacao para o Problema da Régua de
Golomb de ordem 2

Apresentamos a seguir um modelo de otimizagao inteira ndo-linear para o GRP proposto por [3],
considerando um limitante superior L, para o problema:

min ¢
>0, z;€{0,1}
ix; <t, i=1,..., Ly,
L,
Zwi =n-—1, 1)
s.a Lu—j i=1
zit+ Y (@) <1, j=1.L, -1,

i=1
x; € {0, 1}, i =1...L,.

Como estamos minimizando ¢, as desigualdades

ir; <,
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para i = 1,..., L,, “forcam” o comprimento da régua ser minimo. Ao mesmo tempo, a equagao

Lu
g ri=n—1
i=1

requer que n — 1 varidveiss x; sejam iguais a 1, e as desigualdades
Ly—j
T+ Y (ziwieg) < 1,
i=1

para j =1,...,L, — 1, garantem que todas as distancias entre pares de marcas sao diferentes.

A solugéo (z1,...,2r,) do modelo (1) providencia um solugdo do GRP dada por (ix;), para
i=1,..., Ly, cujo comprimento minimo € o valor étimo t.

Para construir o modelo para o Problema da Régua de Golomb de Ordem 2 usamos algumas
varidveis e restricoes do modelo acima, ja que precisamos que a solucao seja, também, uma Régua

de Golomb.
Seja n o nimero de marcas e L, um limitante superior para o comprimento da régua dado
como entrada. Considere as seguintes varidveis:

e z; € {0,1}, i = 1,.., Ly, determina se existe uma marca em i, i.e., z; = 1 se a régua Gtima
tem uma marca em ¢, e x; = 0 caso contrario.

e r > ( é o tamanho 6timo da Régua.

e d; € {0,1}, i = 1,.., Ly, determina se existe uma distancia igual a i, i.e., d; = 1 se existe
0<k,I<L,talque zy =x;=1and k — [ = i; d; = 0 caso contrario.

e byj,i=1,.,Ly—1,j=1i+1,., Ly representa a diferenca das distincias j e i. Portanto,
bij:|j—i|,Sedj:di:].,ebij:0, sedj:OOudi:O.

e ¢;, k=1,.., L, é o nimero de distancias b;; iguais a k.

o qr, k=1,..,L, éigual a 1 se e somente se ¢ > 0 e é igual a zero quando ¢ = 0.

Assim, temos o seguinte modelo de otimizagdo para o Problema da Régua de Golomb de
ordem 2, que chamamos de Modelo 1:

min t
1wy <t i=1,.., L,
Lu—j
i+ Y (wiwiyy) <1, j=1,..,L,—1
i=1
bij = jd;jd; — id;d, i=1.L,—1,j=i+1..L,,
c[k] = X1 biivn/k k=1..L,
qr <= Ck k=1..L,
qr >= Dif *cy k=1..L,
SF ¢ = Dif @)
ZiL: dl = Dist
Zf: zi=n—1
z; € {0,1} i=1..Ly,,
¢ €{0,1} i=1...L,,
d; € {0,1} i=1..L,
c €L i=1,.., L,
bij € Z i=1.Ly—1, j=i+1..Ly,
re’z .
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A primeira restrigdo, em conjunto com a fungdo-objetivo, determina um problema min,,az,
ou seja, minimizar o maior valor marcado na régua - comprimento. A segunda restricdo garante
que os pontos satisfazem a condi¢do da régua de golomb (ver [1]). A terceira restri¢do realiza o
calculo das distancias de ordem 2. A quarta, quinta e sexta restrigoes asseguram a contagem do
nimero de diferentes distancias de ordem 2. A sétima restrigdo assegura a cardinalidade minima
destas diferentes distancias e a oitava restricao assegura o numero total de distancias de ordem
2, conforme exposto na secao anterior. Por fim, a dltima restrigao assegura o niimero de marcas,
colocando uma marca no ponto zero.

Como ja mencionamos, segundo o nosso conhecimento, este modelo de otimizagao é o primeiro
proposto para o Problema da Régua de Golomb de Ordem 2 na literatura. Acreditamos que
algumas técnicas de contagem presentes neste modelo podem ser utilizadas também em outras
situagoes/problemas.

E importante observar que as nao-linearidades podem ser também linearizadas adicionando-se
novas vraiaveis. De fato, para cada i e k considere a varidvel binaria y;, e as seguintes desigualdades:

Ti +xp — Yk < 1,

Yik < T,

Yik < T,

Estas trés desigualdades linearizam o termo nao-linear z;xy, para todo para i, k no sentido
de termos um modelo equivalente e sem termos nao-lineares. De fato, z;xr = 1 se e somente se
Yk = 1; e ;2 = 0 se e somente se y;, = 0.

3 Resultados Computacionais

Os testes computacionais foram realizados em um Dell Laptop qith 16 GB RAM e intel celeron
1.6 GHs. Para resolver o modelo foi usado o software “baron 19.7.13”no ambiente AMPL. A tabela
1 mostra o tempo computacional, em segundos, requerido para encontrar o valor 6timo de cada
instancia.

Tabela 2: Tempo Computacional em segundo e valores 6timo

n | Valor 6timo | Modelo 1
4 12 0.78

5 33 4791.1
6 79 87912.1

O problema é realmente muito complexo. Jaumard et al. [2] observam que, para n = 9, obter
e provar a otimalidade foi necessério o uso de 95 estagoes de trabalho (45 1 GHz, 50 500 MHz), o
que equivale, aproximadamente, 3,63 anos em uma tUnica maquina.
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4 Conclusoes

O artigo apresenta um primeiro modelo de otimizacao para o Problema da Régua de Golomb de
Ordem 2. Contudo, o modelo é bem complexo e dificil de resolver, tendo em vista ser um modelo
nado-linear inteiro. A abordagem presente na literatura, e citada na primeira secdo, também tem
dificuldade de obter a solugao étima mesmo para pequenos exemplos. Uma possivel melhoria seria
a relaxacao das varidveis inteiras, como foi utilizado em [1], para obter solugbes 6timas da Régua
de Golomb de Ordem 2 por meio de um modelo de otimizagao continua.
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