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Construindo testes de divisibilidade para inteiros
representados numa base qualquer
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Resumo. Este artigo apresenta um método de construir algoritmos rapidos para teste de divisibi-
lidade para ntmeros inteiros representados numa base numérica arbitraria. Sado apresentados testes
de divisibilidade por 7, 13, 17 e 19 para a base decimal, bem como testes de divisibilidade por 3, 5
e 7 em bases binarias.
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1 Introducao

Em 2019 um menino de onze anos (Chika Ofili) encontrou um algoritmo simples para o teste
de divisibilidade pelo nimero sete [4]. O resultado, ndo muito popular, ja era conhecido [3], mas
é surpreendente o fato de uma crianga ter redescoberto a técnica.

Testes simples de divisibilidade sao uteis quando se quer fatorar pequenos nimeros inteiros sem
a utilizacao de um computador, tarefa executada em diversas agoes do dia a dia, como por exemplo
verificar se a quantidade de doces é divisivel pelo nimero de criangas de uma festa.

Uma questao importante é sobre a aplicagao de tal técnica em cenarios computacionais praticos.
Uma aplicagao de testes de divisibilidade em algoritmos de criptografia ocorre na busca por nimeros
primos grandes para geracao de chaves RSA [5]. Esses testes sdo utilizados para descartar nimeros
compostos miltiplos de primos pequenos, evitando assim um uso excessivo de testes mais complexos
computacionalmente. Nesse caso, algoritmos criados para a base decimal sao, em sua maioria,
ineficientes, pois os computadores trabalham com representagéo binaria (ou poténcia de dois).

Este artigo apresenta o teste de divisibilidade apresentado por Chika Ofili, bem como um
método sistemético de construir um teste de divisibilidade para qualquer inteiro na base decimal.
Exemplos sao apresentados. Além disso, sao apresentados testes de divisibilidade em bases binéarias,
o que é tutil para implementagao em computadores digitais. Exemplos de algoritmos de testes de
divisibilidade em representagao binaria sao apresentados.

2 Preliminares

Quase todos os métodos de teste de divisibilidade conhecidos sdo derivados a partir de teoria
dos ntimeros, mais especificamente da teoria de congruéncias [1]. O principio bésico desta teoria é
o bem conhecido teorema da divisibilidade apresentado a seguir.

Teorema 2.1. Se a e n sdo numeros inteiros, n > 0, entao existem numeros inteiros, Unicos, q e
r, chamados de quociente e resto respectivamente, tais que

a=qn+r, (1)
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em que 0 <r <n.

A prova desse teorema pode ser encontrada em [1]. Para certos valores de a e n, o valor de r
em (1) é zero e, nesse caso, diz-se que n divide a, representado por nla.
Pode-se agora introduzir o conceito de congruéncia, apresentado a seguir.

Definigao 2.1. Sejam a e b numeros inteiros, e n um inteiro positivo, diz-se que a € congruente
a b mddulo n, representado por a =b (mod n), se n|(a —b).

Essa relacao de equivaléncia apresenta diversas propriedades e teoremas que fazem parte de
uma disciplina conhecida como Teoria dos Nimeros. Entre as diversas propriedades, destacam-se
as seguintes.

Teorema 2.2. Se a, b, ¢ e n sao numeros inteiros, com n > 0, as sequintes propriedades sao
vdlidas [1].

1. a =0 (mod n) & nja,
2. a=b (mod n) = ac = bc (mod n),
3. a=b (modn) = a* =b* (mod n), para qualquer inteiro positivo k.

Pode-se entao multiplicar ambos os membros de uma congruéncia por um inteiro ou pode-se
elevar ambos os membros a uma poténcia positiva, preservando a congruéncia. Entretanto, nao é
sempre possivel dividir ambos os membros preservando a congruéncia.

E possivel mostrar que a congruéncia linear

za =1 (mod n), (2)

apresenta solucao tnica para x modulo n, dados a e n, se MDC(a,n) = 1, isto &, se a e n sdo
relativamente primos [1]. Essa solugdo para x ¢ denotada por a~! modulo n e pode ser obtida
computacionalmente por meio do algoritmo de Euclides estendido [2, 5].

A partir do Teorema 2.2, é possivel demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.3. Seja
p(x) =do + diz + ... + dpz (3)

um polinémio com coeficientes dy, dy, ..., dg, todos inteiros; se a = b (mod n), entio p(a) =
p(b) (mod n).

Uma demonstragao detalhada é apresentada em [1]. Esse teorema, em conjunto com a repre-
sentagao decimal, é utilizado para demonstrar os testes de divisibilidade mais populares.

A representacao decimal pode ser vista como um vetor de digitos decimais que representa um
ndmero inteiro. Seja (dg, dp—1,...,d1,dp) a representacao decimal de um numero d, isto é,

d=dy+di10 + dx10% + ... + d,10°,

em que 0 < d; < 10. Pode-se definir o polindomio D(z) cujos coeficientes sdo os digitos d;,
1=0,1,2,...,¢, isto é,

D(x) = do + dix + dox® + ... + dya’. (4)

Entao, d = D(10). Suponha que deseja-se testar se o nimero d é divisivel por um namero inteiro
positivo n. Deseja-se entao saber se d = 0 (mod n), o que ocorre se, e somente se, D(10) =
0 (mod n). Essa é a premissa para os testes de divisibilidade por 3, 9 e 11, apresentados nos
teoremas a seguir.
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Teorema 2.4 (Teste de divisibilidade por 3). Seja (d¢,dp—1,...,d1,dp) a representagao decimal
de um niumero inteiro d, 0 < d; < 10. Entdo

¢
3ld < 3] ) d;.
=0

Demonstragdo. Definindo D(z) = do + dix + dax® + ... + dex’, entdo d = D(10). Mas 10 =
1 (mod 3), entdo

=0
e
¢
d =0 (mod 3)(:)Zdi50(mod 3), (5)
i=0
e, pelo item 1 do Teorema 2.2, a demonstragao esta completa. O

Teorema 2.5 (Teste de divisibilidade por 9). Seja (dg,de—1,...,d1,dy) a representagcio decimal
de um niumero inteiro d, 0 < d; < 10. Entao

l
9ld < 9> d;.
=0

A demonstragao segue a mesma argumentagao do Teorema 2.4 pois 10 =1 (mod 9).

Teorema 2.6 (Teste de divisibilidade por 11). Seja (dg,d¢—1,...,d1,do) a representagio decimal
de um numero inteiro d, 0 < d; < 10. Entao

)4
1ld & 11]> (=1)d;.
=0

Demonstracdo. Definindo D(z) = do + dix + dox® + ... + dyx’, entdo d = D(10). Mas 10 =
—1 (mod 11), entao

e a prova segue. O

Esse ultimo teste é basicamente uma soma alternada dos digitos decimais. Esses testes simples
vém diretamente da aplicacao da teoria de congruéncias na representacao decimal dos ntmeros
inteiros. Técnicas mais sofisticadas, baseadas no teste da divisdo por 7 e 13 [3], sdo apresentadas
na préxima secao.
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3 Teste de divisibilidade por separacao de digito decimal

Seja d um inteiro com representagao decimal (dg,dy—1,...,d1,dp). Pode-se aplicar o Teorema
2.1, dividindo esse ntimero por uma poténcia de 10, para separar os digitos menos significativos
dos demais. Assim

d=ql0" +r, (6)

em que ¢ é um ndmero inteiro com representacao decimal dada por (dg,ds—1,...,d;) e r possui
representacao decimal (d;_1,d;—a,...,d1,dp). Seja um namero n, tal que MDC(n, 10) = 1. Entao
existe z, inverso médulo n para 107, isto é, z = 10~* médulo n. Aplicando a congruéncia por n em
(6) e multiplicando ambos os membros por z, tem-se

dz = q+rz (mod n). (7)
Note que, como z # 0 (mod n), entdo
d=0 (mod n) < ¢+ rz=0 (mod n).
Essa é a técnica utilizada nos testes de divisao por 7 e 13, apresentados a seguir.

Teorema 3.1 (Teste de divisibilidade por 7). Seja (d¢,dp—1,...,d1,dp) a representagao decimal
de um numero inteiro d, 0 < d; < 10, com d = q10 + dy. Entao

7|d < 7|(q — 2do).
Demonstracdo. E suficiente verificar que —2 = 10! (mod 7) e utilizar (7). Entao
d(~2) = g — 2dy (mod 7),
e, claramente,
d=0 (mod 7) & ¢ —2dy =0 (mod 7),
e o teorema estd demonstrado. O

Note ainda que é possivel utilizar z = 5,12 ou qualquer outro nimero congruente a —2 médulo
7, como no caso do teste elaborado por Chika Ofili, em que foi utilizado z = 5 [4]. Um ponto
importante é que essa técnica pode ser utilizada recursivamente, isto é, aplica-se a mesma regra a
q — 2dy para saber se o namero d é divisivel por 7 [3].

Teorema 3.2 (Teste de divisibilidade por 13). Seja (dg,dy—1,...,d1,do) a representagio decimal
de um numero inteiro d, 0 < d; < 10, com d = q10 + dy. Entao

13|d < 13|(q + 4do).

Demonstracdo. E suficiente verificar que 4 = 10~! (mod 13) e, utilizando (7), a prova segue como
no Teorema 3.1. 0

Teorema 3.3 (Teste de divisibilidade por 17). Seja (dg,dye—1,...,d1,do) a representagdo decimal
de um numero inteiro d, 0 < d; < 10, com d = q10 + dy. Entao

17|d < 17|(q — 5do).

Demonstragdo. Verifica-se que —5 = 107! (mod 17) e, utilizando (7), a prova segue como no
Teorema 3.1. O
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Teorema 3.4 (Teste de divisibilidade por 19). Seja (dg,dye—1,...,d1,do) a representagdo decimal
de um numero inteiro d, 0 < d; < 10, com d = q10 + dy. Entao

19]d < 19|(q + 2do).

Demonstragdo. Verifica-se que 2 = 107! (mod 19) e, utilizando (7), a prova segue como no Teorema
3.1. O

Nota-se que a Equagao (7) pode ser utilizada para construir testes de divisibilidade para qual-
quer numero n relativamente primo com 10. A seguir, um exemplo de teste de divisibilidade por
7 para nimeros maiores do que mil, que sao chamados de “grandes”, no teorema a seguir.

Teorema 3.5 (Teste de divisibilidade por 7 para ntimeros “grandes”). Seja (dg,d¢—1,...,d1,do) a
representacio decimal de um nimero inteiro d, 0 < d; < 10, com d = ¢103 +r. Entéo

21|d < 21|(q — ).
Demonstragdo. Verifica-se que —1 = 1073 (mod 7) e, utilizando (7),
d(—1)=q—r (mod 7)
e, portanto,
d=0 (mod 7)< ¢g—r=0 (mod 7).
0

Combinando os Teoremas 3.5 e 3.1, é possivel verificar se um ntmero “grande” é divisivel por
7 em poucos passos.

Como exemplo, seja d = 36876105 e deseja-se descobrir se 7|d. Pode-se utilizar o Teorema 3.5,
assim, 7|d se 7|(36876—105) ou 7|36771, que ocorre se 7|(36—771) ou 7|(—735) ou equivalentemente
7|735. Como o ntimero em teste agora é menor que 1000, utiliza-se o Teorema 3.1, assim, 7|735 se
7|(73 — 2 x 5) ou 7|63, que ocorre se 7|(6 — 2 x 3) ou 7|0 (o qual é verdade) e, portanto, 7|d.

A eficiéncia desses testes para a representacido decimal estd no fato de que a divisdo por 10,
em (6), consiste simplesmente em separar os i-ésimos digitos menos significativo dos demais. Essa
separagao nao seria tao simples em um computador que trabalha com uma base binédria. Entretanto,
modificando a base na Equacdo (7), é possivel construir testes de divisibilidade para méaquinas
digitais.

4 Teste de divisibilidade para uma base B
Seja d um inteiro com representacao na base B dada por (dg,dg—1,...,d1,do)p. Assim,
d=dy+diB+dyB*+...4+dB",

em que 0 < d; < B, parai¢ = 0,1,...,¢. Se a base B é uma poténcia de dois, entdo essa
representacao pode ser vista como um agrupamento de bits na representacao binaria. Por exemplo,
o nimero d = 1995 é representado na base binaria por (11111001011)s ou, equivalentemente, na
representacao base 4, por (133023)4 = ((01)2(11)2(11)2(00)2(10)2(11)2)4, que é um arranjo em dois
bits, ou ainda (7¢b)16 = ((0111)2(1100)2(1011)2) na representacio hexadecimal, que é um arranjo
em 4 bits.
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A representagio por meio de concatenagao de digitos vale para qualquer representacio na base
B [2]. Pode-se aplicar o Teorema 2.1, dividindo esse ntmero por B*, para separar os i-ésimos
digitos menos significativos dos demais. Assim

d=qB' +r, (8)
em que ¢ possui representagdo na base B dada por (dg,d¢—1,...,d;)p e r a representacao (d;_1,
di—2, ...,do)p. Seja um namero n, tal que MDC(n, B) = 1. Entao, existe z inverso modulo n

para B', isto ¢, z = B~% (mod n). Aplicando a congruéncia por n em (8) e multiplicando ambos
os membros por z, tem-se

dz = q+rz (mod n). (9)
Da mesma forma que anteriormente,
d=0 (mod n) & q+rz=0 (mod n).

Considerando o teste de divisibilidade de um ntmero d por um nimero impar n, se B é uma
poténcia de 2, entdo MDC(n, B) = 1 e, logo, existe um inteiro k tal que B¥ = 1 (mod n), sendo
o menor inteiro positivo k, que satisfaz & congruéncia, a ordem de B mo6dulo n [1]. Com isso, é
sempre possivel escolher uma poténcia de dois adequada para construir testes de divisibilidade em
méquinas digitais e a mesma ideia pode ser reproduzida em qualquer base.

A seguir, alguns testes de divisibilidade, considerando a representacao binaria, sdo apresentados.

Teorema 4.1 (Teste de divisibilidade por 3 na base 4). Seja (dg,d¢—1,...,d1,do)s a representagio
base 4 de um numero inteiro d, 0 < d; < 4. Entao

l
3ld < 3] ) d;.
=0

Demonstracdo. Definindo D(x) = do+dyx+dox?+. .. +dext, entdo d = D(4). Mas 4 = 1 (mod 3),

entao
¢
d=D(1)=) d; (mod 3),
i=0
e
¢
d=0 (mod 3) & » d; =0 (mod 3), (10)
i=0
e, pelo item 1 do Teorema 2.2, a demonstragao esta completa. O

Por exemplo, se d = 1995 = (133023)4, entdo 3|d se 3|(1 +3 + 3 + 2+ 3) ou 3|12, mas 12 =
(30)4, entdo 3|12 se 3|(3 + 0) ou 3|3. Com isso, 3|d.

Utilizando o mesmo principio, pode-se construir testes de divisibilidade para varios ntmeros
primos, como mostrado nos teoremas a seguir.

Teorema 4.2 (Teste de divisibilidade por 5 na base 4). Seja (dg,dp—1,...,d1,do)s a representagao
base 4 de um numero inteiro d, 0 < d; < 4. Entao

0
5ld < 5] Y (—1)"d;.
=0
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Teorema 4.3 (Teste de divisibilidade por 7 na base 8). Seja (dg,d¢—1,-..,d1,do)s a representagao
base 8 de wm numero inteiro d, 0 < d; < 8. Entao

0
TNde 7Y d;.
=0

Além do teste do Teorema 4.2, existe uma outra alternativa para construir um teste, baseado
em (9), como mostrado a seguir.

Teorema 4.4 (Teste alternativo de divisibilidade por 5 na base 4). Seja (dg,dy—1,...,d1,dp)s a
representacao na base 4 de um numero inteiro d, 0 < d; < 4, com d = q4 + do. Entao

5|d < 5|(q — do).
Demonstragao. Verifica-se que —1 = 4(mod 5) e, utilizando (9),

—1d = q — dy (mod 5),

d=0 (mod 5) & g —dy =0 (mod 5).
O

Como exemplo, para testar se d = 1995 = (11111001011)3 pode ser dividido por 5, entao 5|d se
5/(111110010—11)5 ou 5[(111101111)2, que ocorre se 5[(1111011 —11)2 ou 5|(1111000)3, que ocorre
se 5[(11110 — 00)2 ou 5[(11110)2, que ocorre se 5[(111 —10)3 ou 5[(101)2, que ocorre se 5|(1 — 01)2
ou 5|(0)2, o que implica que 5|d.

5 Consideracgoes Finais

Este artigo apresentou as principais ideias envolvidas em testes de divisibilidade, as quais podem
ser utilizadas para criar testes de divisibilidade para qualquer ntmero, representado em qualquer
base numérica. Demonstragoes e exemplos dos testes de divisibilidade por 3, 5, 7, 11, 13, 17 e
19 para a base decimal, bem como testes de divisibilidade por 3, 5 e 7 em bases binarias foram
apresentados. Esses testes podem ser utilizados na criagao de algoritmos eficientes na busca por
chaves criptograficas (RSA por exemplo [5]) e na geracdo de sequéncias pseudo-aleatorias [2].
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