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Resumo.

O efeito da interagdo de um conjunto de inomogeneidades cilindricas no potencial complexo foi
analisado por meio da solugdo analitica proveniente do método de elementos analiticos. Esta,
por sua vez, foi obtida por meio das expansoes em Série de Laurent e Série de Taylor nas partes
exterior e interior, respectivamente, de cada inomogeneidade cilindrica. A disponibilidade das
solugoes individuais propiciou a aplicagao do principio da superposicdo para a obtencdo da solugdo
do problema de escoamento em termos de potencial de descarga. KEsta representagdo, no entanto,
necessitou um método iterativo para a determinacao dos coeficientes das expansbes em série, o qual
utilizou o valor minimo para as diferengas absolutas entre iteragoes sucessivas e um nimero maximo
de iteragoes como critério de parada. A implementagdo do algoritmo foi realizada em linguagem
Python v 3.6.7 e os resultados numéricos, apos analise da convergéncia dos coeficientes do algoritmo,
sdo apresentados em graficos contendo o conjunto de inomogeneidades utilizadas e sua influéncia
no comportamento das linhas de fluxo e potenciais. Estas, por meio da precisao e do detalhamento
obtidos, mostraram a capacidade do MEA para a caracterizacdo do escoamento e identificagdo de
canais preferenciais, evidenciando sua aplicabilidade para situagoes reais.

Palavras-chave elementos analiticos, equacdo do fluxo, computagdo cientifica, integragdo numé-
rica, Python®.

1 Introducao

O Método dos Elementos Analiticos (MEA) surgiu como uma opgao para modelagem do escoa-
mento subterraneo, fazendo frente aos estabelecidos métodos dos elementos finitos e das diferengas
finitas. E baseado na teoria do potencial e aplicavel, primariamente, em problemas estacionarios
e escoamento bidimensional sob a hipétese de Dupuit-Forchheimer. Os detalhes podem ser encon-
trados em [16]. O desenvolvimento detalhado do MEA pode ser encontrado em [15] e [17] e, mais
recentemente, [16]. Inicialmente, elementos mais simplificados sdo abordados por meio de variaveis
cartesianas com discussao dos detalhes elementares da teoria. Nos casos mais complexos, em que
h& interag@o entre elementos, tais como inomogeneidades cilindricas em um campo uniforme sob
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a agao de pogo de bombeamento, é necessario langar mao das variaveis complexas. Neste caso, as
inomogeneidades interagem entre si e com os demais elementos, tornando necessario um método
de solucao matricial ou iterativo. Referéncias e discussoes adicionais envolvendo o método de ele-
mentos analiticos, as quais englobam discussoes sobre os métodos iterativos com inomogeneidades
circulares, fraturas ou line-doublets podem ser encontradas em [6], [11], [12], [1], [7]. Referéncias
complementares envolvendo aplicacoes e discussoes adicionais sao [10], [4], [9], [2] e [13], [14].

O presente artigo discute resultados originados da implementacdo do método iterativo do tipo
Gauss-Seidel, utilizado para o calculo dos coeficientes da expansao em série de poténcias complexas
para um aglomerado de inomogeneidades cilindricas. Quanto a distribui¢ao das inomogeneidades,
um cenario com inomogeneidades distribuidas regularmente e inomogeneidades aleatoriamente dis-
tribuidas sdo considerados. A presenga de pogo de bombeamento e variagdo nas condutividades
também sao simuladas. Um aspecto interessante é a independéncia da escala que é ilustrada em
alguns resultados graficos.

2 Inomogeneidades cilindricas

Uma abordagem alternativa para o calculo do potencial €2, devido a presenca de uma inomoge-
neidade cilindrica em campo uniforme é a utilizagao de expansdo em série de poténcias complexas
[1] da seguinte forma:

Y an-z"  |Z]<1

wz)=¢ "] 1)
=Y @,z |Z]>1
n=0

em que Z = (z — 2z.)/Rc, ap € um namero real e os demais coeficientes a,, sdo nimeros complexos.

Os calculos dos coeficientes de varias inomogeneidades devem levar em conta as interagoes
mutuas existentes. Neste contexto, os autores seguiram a proposta de [1]7 com detalhes e referéncias
adicionais apresentados em [6], no qual os coeficientes, dados em (2) e (3), sdo calculados via
algoritmo iterativo:

w1 _ Ko =k i/%@(e)dﬁJr/%((I) 1(0) + D (0)) d6 2)
ai,O - 2. k- ~ 0 7 0 unif w
gt ek ﬁ:/%@(e)e—medw/% (Punif(0) + @ (0)) e~ 0a0 (3)
,n (kc +k) T o 0 J o J

em que N é o nimero de inomogeneidades, ¢ uma inomogeneidade especifica, k é o namero de
passos do processo iterativo, ®,,;¢ representa o potencial do fluxo uniforme e ®,, o potencial do
poco de bombeamento ou injegdo. Detalhes adicionais podem ser encontrados em [1], [7] ou em [6]
e referéncias 14 apontadas. O critério de parada adotado para o algoritmo iterativo é a maxima
diferenca entre duas atualizacoes sucessivas. Em outras palavras, se A¥T1 e A* sdo as matrizes
dos coeficientes das inomogeneidades, entdo € = |A**! — A¥| < tol fornece o critério de parada do
algoritmo iterativo com | - | a norma de Frobenius [3, pg. 55|, disponivel em [18].
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3 Detalhes computacionais

Um conjunto finito de inomogeneidades circulares com centros em (xy,, Y, ), em campo uniforme
com condutividades escolhidas arbitrariamente é considerado. O ntimero de pontos de controle sao
idénticos para todas as inomogeneidades e em numero M > 2- N + 1 que, de acordo com [1],
aumenta a precisao dos calculos.

O co6digo computacional foi desenvolvido utilizando a linguagem computacional Python 3.6.7
por meio do sistema Sci Py [8], cujos componentes englobam as bibliotecas Num Py [18] e M atplotlib
[5]. Inicialmente, as funges do potencial uniforme, pogos e solugao analitica do potencial para ino-
mogeneidade circular foram implementadas. A seguir, o algoritmo iterativo, conforme apresentado
em [1], foi implementado utilizando uma matriz para armazenamento dos coeficientes das inomo-
geneidades. De posse da fungao potencial, a carga hidraulica ¢ pode ser calculada. Os resultados
graficos mostram as curvas de nivel das fungées ¢ = ¢(x,y) e ¥ = U(zx,y).

4 Resultados e discussoes

Nesta se¢ao os resultados para o método de elementos analiticos para agrupamentos de inomo-
geneidades com e sem pogo de bombeamento sao apresentados.

4.1 Inomogeneidades cilindricas com distribuicao regular

Inomogeneidades de raios idénticos r = I3 /N; — €50, em que N; é o numero de inomogeneidades
e 0 < €jn0 << 1 é um parametro para evitar sobreposi¢ao de alguma inomogeneidade, sao conside-
radas em um retangulo de lados i1 = 2.2em e lo = 2.6cm. A condutividade do meio é a média, u,
de cem valores aleatorios no intervalo [0, 1], enquanto que as condutividades das inomogeneidades
sao 10u - a;, em que q; € [0,1], obtido com semente s = 10.

A Figura 1 destaca as isolinhas de potencial e linhas de corrente para uma regido em torno do
aglomerado de inomogeneidades cilindricas para a expansao em série com grau N = 10. De forma
geral, é possivel identificar algumas regioes preferenciais para o fluxo por meio da observacao do
agrupamento de linhas de fluxo em algumas inomogeneidades. Outro elemento é o comportamento
aparentemente continuo do fluxo entre inomogeneidades pareadas para as regides preferenciais. As
regioes destacadas na figura servem para ilustrar.

4.2 Inomogeneidades cilindricas distribuidas de forma aleatoria

As condutividades foram geradas aleatoriamente com NumPy [18], semente s = 1000 e os
respectivos valores multiplicados por cem. A condutividade do meio foi estabelecida em k& = 1
e as condutividades das inomogeneidades de nimeros 5 até 25 foram modificadas de forma que
ke, = 0,1 para i = 5,---,25. A Figura 2 destaca as isolinhas de potencial e linhas de corrente
para a expansao em série com grau N = 5 em cada inomogeneidade. Analogamente ao caso
anterior, ha convergéncia das linhas de corrente para inomogeneidades com maior condutividade,
enquanto que as inomogeneidades com baixa condutividade modificam o fluxo uniforme devido &
baixa condutividade em relagao ao meio.

As regides destacadas na Figura 2 sdo mostradas nas Figuras 3-a,b. Neste caso, a convergéncia
das linhas de corrente para as inomogeneidades com condutividades maiores que a condutividade
do meio e a divergéncia das linhas de corrente para inomogeneidades com condutividades menores
que a condutividade do meio pode ser observada. Também deve ser notada a presenga de uma
inomogeneidade com didmetro relativo reduzido, a qual nao é aparente na escala inicial, mas pode
ser explorada e analisada de forma consistente conforme mostrado na Figura 3-b.
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Figura 1: Linhas de potenciais e linhas de corrente de ¢ e ¥, respectivamente para um aglomerado

de inomogeneidades cilindricas.
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Figura 2: Isolinhas de potencial e linhas de corrente de ¢ e U, respectivamente, para um aglomerado

de inomogeneidades cilindricas aleatoérias.

O efeito da operagao de um pogo de bombeamento nas linhas de fluxo foi observado na Figura
4. Neste caso, o fluxo uniforme é perturbado pelas inomogeneidades e pelo bombeamento constante

do pogo. A extracao forcada impoe uma moviment

ao do poco que, por sua vez, tende
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Figura 3: Isolinhas de potencial e de corrente para as regides destacadas na Figura 2.

a ser balanceada pelo campo uniforme. O conjunto de elementos contribui para a perda da simetria
da curva de separagdo em relagdo ao caso em que hé apenas um pogo de bombeamento em fluxo
uniforme. Outro elemento importante é que agora nao é possivel obter o ponto de estagnagao de
forma analitica. Ambos os elementos, a simetria da curva de separacao e o calculo do ponto de
estagnacao sem a presenca das inomogeneidades podem ser observados em [15].

1000 4
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Figura 4: Linhas de potenciais e linhas de corrente de ¢ e ¥, respectivamente, para um aglomerado
de inomogeneidades cilindricas aleatoriamente distribuidas.

Uma exploragdo adicional é fornecida nas Figuras 5-a,b. A primeira evidencia a convergéncia
das linhas de fluxo para o pogo e destaca a influéncia conjunta das inomogeneidades com diferentes
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condutividades. A segunda mostra a divergéncia das linhas de corrente das inomogeneidades com
condutividades baixas em relagao a condutividade do meio. Destaca também a presenca de um
canal de fluxo entre as duas inomogeneidades com k., = 0, 1.
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(a) Regiao central destacada na Figura 4. (b) Regido destacada no interior Figura e a esquerda.

Figura 5: Linhas isopotenciais e de corrente para as regioes destacadas na Figura 4.

5 Conclusoes

O método de elementos analiticos foi utilizado para obter o potencial complexo devido a pre-
senga de um aglomerado de inomogeneidades cilindricas em campo uniforme. Um pogo foi adicio-
nado ao sistema para a observagao da influéncia do bombeamento. Os coeficientes da expansao em
série de poténcias complexas foi obtido por meio do método iterativo de Gauss-Seidel, tendo como
critérios de parada a norma de Frobenius ou o nimero de iteragées. A implementagao do algoritmo
utilizou linguagem Python v 3.6.7. Os resultados consideram um aglomerado de inomogeneidades
uniformemente distribuidas e raios constantes em conjunto com um cenario com inomogeneida-
des localizadas aleatoriamente sobre o dominio com raios aleatorios, porém fixos. A precisdo e o
detalhamento obtidos mostraram a capacidade do MEA para a caracterizagao do escoamento e
identificagao de canais preferenciais ou estudos mais detalhados em regioes especificas do dominio
computacional. A possibilidade de combinar com o mesmo formalismo elementos grandes e dimi-
nutos fornece um elemento adicional & capacidade do MEA, uma vez que ndo ha necessidade de
construgao de malha de discretizagao do dominio.
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