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Resumo. Neste trabalho, é apresentado um lema de Barbalat fracionéario e sua demonstragao,
segundo proposto em [1]. A demonstragdo é analisada de maneira a evidenciar uma imprecisao, o
que é corroborado por um contraexemplo de [2]. Em seguida, é apresentada uma versao corrigida
do lema, ainda segundo [2]|. Finalizamos com um exemplo de aplica¢do ao modelo SIR fracionario.
O objetivo do trabalho é chamar a atencdo para as potencialidades e limitagoes de um lema de
Barbalat fracionario, dada a sua utilizagdo em intmeros artigos recentes.
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1 Introducao

O Calculo Fracionario tem sido amplamente utilizado na modelagem matematica, sobretudo
devido ao seu potencial de explicitar a dependéncia de estégios anteriores através de operadores nao
locais. Assim, é natural que as teorias do calculo classico, em particular das equacoes diferenciais
de ordem inteira, sejam revisitadas, tendo em vista sua possivel adaptacao ao Célculo Fracionario.
Essa adaptacao, porém, nem sempre é imediata.

Aqui, o interesse é verificar a validade de um lema de Barbalat fracionario. Na teoria de
EDOQO’s, o lema de Barbalat ¢ um resultado matemaético relativo a propriedades assintoticas de
fungoes e suas derivadas. Quando usado corretamente para sistemas dindmicos, particularmente
sistemas nao auténomos, pode levar a solugao de muitos problemas de estabilidade assintotica.
Em linhas gerais, ele trata da convergéncia a zero de uma funcao suficientemente bem comportada
cuja integral é limitada.

Uma ideia intuitiva para a generalizagao desse lema seria considerar a integral fracionaria de
ordem « no enunciado. Essa generalizagao foi utilizada, por exemplo, em [1], [3] e [4]. Porém, como
ilustrado em [2], artigo anterior a todos os supracitados, o lema néo é verificado para 0 < o < 1.
Inclusive, embora os autores de 2| sejam citados em [1] e [3] para a obtencdo de outros resultados,
a falibilidade do lema néao é considerada. Assim, acreditamos na necessidade de fornecer uma
revisdo das demonstragoes de [1] e [2], comparando os resultados. Esperamos atrair a atengao dos
pesquisadores ao cuidado com a utilizagao do lema de Barbalat fracionario. Finalizamos com um
exemplo de aplicagao ao modelo SIR com a derivada de Caputo.

2 O classico lema de Barbalat

Antes de discutir o lema de Barbalat, relembramos dois pontos sobre propriedades assintoticas
de fungoes e suas derivadas. Dada uma funcao de ¢, os fatos a seguir sao importantes:
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Observagao 2.1. O limite df /dt — 0 nao implica na convergéncia de f. Considere, por exemplo,
a fungao f(t) = sin(logt). Enquanto

df  cos(logt)
= ——"27 30 1
= ; : (1)
a fungdo f continua oscilando, cada vez mais lentamente [5].

Observagao 2.2. A convergéncia de f nao implica df /dt — 0. Por exemplo, a fun¢ao nao negativa
f(t) = e~ tsin®(e?) tende a zero, mas sua derivada

% = 4e' cos(e*!) sin(e?") — e ' sin?(e?") (2)

¢ ilimitada [5].

Agora, dado que uma func¢ao tende para um limite finito, que requisito adicional pode garantir
que sua derivada realmente convirja para zero? O lema de Barbalat indica que a prépria derivada
deve ter alguma suavidade. Mais precisamente,

Lema 2.1 (Barbalat). Se a fun¢do diferencidvel f(t) tem um limite finito quando t — oo, e se
df /dt € uniformemente continua, entdo df /dt — 0 quando t — co.

A demonstragdo pode ser consultada em [5]. Para aplicar o lema de Barbalat a analise de
sistemas dinamicos, normalmente utiliza-se o seguinte corolario imediato:

Lema 2.2 (Lema "tipo-Lyapunov"). Se uma func¢do escalar V (z,t) satisfaz as sequintes condigoes:
o V(x,t) é limitada inferiormente,
e V(z,t) € negativa semidefinida,
° V(Jj,t) € uniformemente continua no tempo,

entio V(x,t) — 0 quando t — oo [5] .

De fato, V se aproxima de um valor limite finito Vi, tal que Voo < V(2(0),0) (isto nao requer
continuidade uniforme). O lema acima segue entao do lema de Barbalat.

Neste trabalho, utilizamos a seguinte versao do lema, a qual pode ser obtida diretamente da
primeira:

Lema 2.3 (Barbalat). Se a fun¢do nao negativa uniformemente continua f(t) em [0,00] € tal que
fg f@®)dt < C, para alguma constante C e todo t > 0, entdo f(t) — 0 quando t — oo.

3 Lema de Barbalat fracionario: o problema da generalizacao

Consideramos [a,b] C R um intervalo finito, « € C, e 0 < n —1 < Re(a) < n, com n € N.
Utilizamos a seguinte definigao:

Definigao 3.1 (Integral de Riemann-Liouville em intervalos finitos). A integral de Riemann-
Liouville (a esquerda) de ordem arbitrdria o € definida para t € [a,b] por:

200 = gy [ (=07 o), 3)

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0268 010268-2 © 2022 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0268

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

Em [1] e referéncias correlatas, encontramos o lema de Barbalat fracionario a seguir:
Seja ¢ : R — R uma funcao uniformemente continua em [ty, 00, e I{  [¢(f)|? < M para
todo t > 0, com « € (0,1), p e M duas constantes positivas. Entao,

Jim (1) = 0 (4)

Vamos discutir a demonstragao apresentada. Supomos, por absurdo, que existe um escalar
positivo € e uma sequéncia (t;)ren com tr — oo tal que |¢(tx)| > €. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que [tx11 — t| > dp para todo k. Isto implica que os intervalos [t — do/2, tx, + do/2]
nao se sobrepoem. Pela continuidade uniforme de ¢, existe um §, que vamos supor, sem perda de
generalidade, menor que dy/2, tal que

9
: 5)

t — d,tx + 9], temos

(') — o(t")] <

para quaisquer ¢',t” tais que [¢' —t”| < 0. Entdo, para todo ¢t em

€
6] 2 9(t)] — lo(t) — 6(0) > 5 ©
de onde o
p _
s> (3) 7)
Se0<a<1len>k, temos —20/(t, —tx +06) > —1, e, pela desigualdade de Bernoulli,
26 “ 20
l1—-—) <1 —
( tn_tk+5> o tn —tp+0 (8)
ou seja,
20 ¢ 200
1—-({1———— > 77
< tn—tk+6) e —trhto (9)
Logo, para n > k, temos
(tn =t +0)* — (b — b, — 0)* = (b, — bt +0)* |1 1 20 :
n k n k — \ln k tn — tk T 5 ,
20
> tn —t 0| ——m  — ,
= (=t t0) (tn—tma)
20

= W 2 25a(tn _tl + 6)(1_1.

Entao,
I
T loOF = 5 / |6() [P (t, — 7)°"Ldr,
1 n—1 .t 468 ) . 1 tn .

s A P(ty —7)° dr,

>t ], O = s [ et =
Ep n—1 N N Ep(sa

Zm;[(tn—tk+5) —(tn—tk—5)]+m,

eP(n —1)3(t, —t1 +6)> 1 el
- 2P—1T7 () * 2ral(a)’
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Aqui ocorre uma situagao delicada, pois é considerado v = max{tx+1 —tx},k=1,2,--- ,n—1.
Com essa suposicao, tem-se
eP(n —1)8[(n — 1)y + ]2t ePo™
I )P >
w+ )" 2 2r—11(a) 2ral’(a)’
B eP(n —1)*§ n ebd
27T (a) [y + §/(n — 1)) 2pal(a)’

Logo, fazendo n — oo, obtemos I} , [¢(t)|P — oo, contradigao. Portanto, ¢(t) — 0.

Observacao 3.1. A demonstragio acima considera y = max{tps1—tp},k=1,2,--- ,n—1. Assim,
v depende de n. Se escrevemos v, para lembrar essa dependéncia, o que obtemos €
eP(n—1)*0 eP§

I )P > + .
to+|¢( )| = 2p—1r(a)[,yn + 5/(n _ 1)}1—& 2pa1"(a)

Ao fazermos n — 0o, devemos ser capazes de estudar lim,, o y,. Se tivermos limsup,, . Yn =
L para L finito, entGo a demonstracdo serd vdlida. Porém, se ocorrer limsup,,_, ., Vn = 00, @
finalizagcao da prova € invdlida.

(10)

Na verdade, para 0 < a < 1, uma generalizagao direta do lema de Barbalat nao é verdadeira,
como ¢é mostrado na proxima proposicao.

Proposigao 3.1. Se 0 < a < 1, existe uma fun¢do f ndo negativa uniformemente continua tal

que I§, f(t) < M, com M wuma constante positiva, mas f ndo converge para zero quando t vai para
o infinito [2].

A demonstragido da proposic¢ao utiliza o seguinte lema:

Lema 3.1. Se f ¢ uma fungdo limitada que se anula para todo t > T, entdo Ig, f — 0. Além
disso, I§, f serd uma fungao uniformemente continua [2].

A demonstragao dessa propriedade pode ser consultada na referéncia. Aqui, apresentamos o
exemplo cuja existéncia é garantida pela proposigao.

Seja p(t) uma fungdo nula em todos os pontos, exceto no intervalos [t;,t; + d], onde toma o
valor 1 (pulso néo periodico), com (t;);en uma sequéncia crescente divergente a ser especificada e
0 um real positivo fixo a ser especificado.

Note que, para cada t e para todo 7 < t, p(7) pode ser escrito como p(7) = >_1_, p;(7), onde
n =max{i:t>t;} e p;(t) ¢ uma fungdo que se anula fora do intervalo [¢;,¢; + d], no qual toma o
valor 1.

Para todo 4, temos I§, p;(t) < C1, onde C; ¢ uma constante positiva. De fato,

e Se t < t;, entao I, p;(t) = 0;
o Set € [t;,t; + d], entdo

) = g [ 07 o = L < oy (1)

e Set>t;+ 4, entao

1 [t (t—t)* — (t —t; — 6)* 5
1% 0 _ _ \a—1 _ [ v < I p.:(t: =
St = oy | = m T < Bt +) = o,
(12)
pois IOO‘eri(t) ¢ mondtona decrescente para t > t; + J, uma vez que, nesse caso,
%[(t —t)* = (t—t; =) =t —t)* = (t—t; —0)* '] <0. (13)
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Pela propriedade do Lema 3.1, para todo i, temos I, p;(t) — 0. Logo, pela definicdo de
convergéncia, existe T; tal que, para todo ¢ > T}, temos I§, p;(t) < 1/i%.

Como (;);en € uma sequéncia divergente, podemos, sem perda de generalidade, excluir termos
desnecessérios e redefinir a sequéncia de maneira recursiva de modo que t;41 > T;. Em particular,
isso faz com que o passo maximo 7y da Observagao 3.1 possa tender ao infinito, o que caracteriza
o contraexemplo.

Uma escolha vidvel seria considerar t;11 = T; + 1 e § definido pela igualdade §%a~'T'(a) ™! = 1.
Como Iél_,'_pi_;,_l(ti_t,.l +(s) =1le Ig+pi+1(ﬂ+1) § 1/(Z+1)2 S 1, entao E+1 Z ti+1 +5 > ti+1 = Tz+1
Logo, ti+1 —t; > 1 e (t;)ien € uma sequéncia crescente divergente, como esperado. Além disso,
tiv1— (ti+0)=T; — (t; +6) + 1 > 0, de onde os intervalos [¢;,t; + 6] ndo se sobrepdem.

Entdo, para qualquer t € RT, existe n € N tal que t,;1 < t < t,,2. Pela linearidade do
operador integral, podemos escrever

g4 p(t) = Igy (Z pi(t) +pn+1(t)> = Zféipi(t) + 164 Pt (1) (14)

Por construgao, segue que
(0% . 1 «
Igp(t) < 72 T 15 Paa(t) <2+ Cr. (15)
i=1

Assim, temos uma funcdo p limitada, positiva, que ndo se anula no infinito e cuja integral
fracionaria permanece limitada. Agora, seja f(¢) uma funcdo triangular positiva tal que, para
todo t > 0, temos f(t) < p(t). Por exemplo, seja f nula em todo ponto, exceto nos intervalos
[ti,t; +3/2], onde toma os valores 251 (¢ —t;) e nos intervalos [t; +3/2,t; + 6], onde toma os valores
25_1(ti +45—1).

Entdo, f é uniformemente continua (mais que isso, é Lipschitz continua com constante 26 1),
é limitada, positiva, ndo se anula no infinito e é tal que, sendo C' > 2 + (4, temos

15, f(t) < Igyp(t) < C, (16)

para todo t. Isso completa a demonstragao. [

4 O Lema de Barbalat fracionario, com condicoes

Como visto, nao é possivel generalizar o lema de Barbalat para o caso 0 < a < 1. Entretanto,
o resultado é valido para o > 1:

Lema 4.1. Seja o > 1 e f uma fungio nao negativa uniformemente continua tal que I, f(t) < M,
com M uma constante positiva. Entdo, f converge para zero [2].

A demonstragéo se da por contradigdo. Supomos que f nao converge a zero. Entéo, existe € > 0
e uma sequéncia divergente crescente (¢;);en tal que f(¢;) > . Uma vez que f é uniformemente
continua, existe § > 0 tal que, para todo i € N, se |t — t;| < §, entdo |f(t) — f(t;)] < &/2. Logo, se
t € [t;,t; + 0], temos

f@) = 1f(t:) = f(ta) + f(O = f(t:) = [f(E:) — f(E)] > /2 (17)

Seja p(t) uma fungdo nula em todo ponto, exceto quanto ¢ € [t;,¢; + J], onde assume o valor
/2. Por definigao,

t

F(a)[&f:/o_ (t—T)a—1f<T)dT+/ (t — )1 f(r)dr (18)

t—1
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Como f é uma fungao positiva, entao

()G f > / (t— ) f(r)dr (19)

Agora, para 0 <7 <t—1e a > 1, lembrando que f(t) > p(t) para todo t, temos

t—1 t—1 55
NIES > [ oz [ ez, (20)
0 0
onde n; = max{i: t; + 06 <t — 1}. Tomando o limite quando ¢t — oo, obtemos
o , 2]
D(a)I5y f(t) = Jim Mg = 00 (21)

contradigao. Portanto, f converge a zero. [J

Observagao 4.1. Desde que I§, f pode ser expresso em termos de t*= 1 x f, onde * denota o
operador de convolugao, o lema pode ser assim estendido: se a convolugcio g * f € uniformemente
limitada, onde g € uma fungao mondtona crescente nao negativa (g(t) =0 parat <0) e f é uma
funcao positiva uniformemente continua, entdo f converge a zero no infinito.

Observamos que a Equagao (20) ndo é valida para 0 < o < 1. Portanto, ndo podemos estender

a demonstracao para esses valores de «, o que é corroborado pela Segao anterior. No entanto,
pode-se assegurar pelo menos a afirmacio dada no préoximo lema:

Lema 4.2. Seja f uma fungdo nao negativa limitada tal que Ig, f(t) < M, com M uma constante
positiva. Entdo, liminf; .o, f(t) =0 [2].

Dentro do contexto, a demonstragao é até bastante simples. Como f é limitada e nao negativa,
liminf; ;o f(t) existe e é ndo negativo. Suponhamos, por absurdo, que liminf; ., f(t) =1 > 0.
Dado ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe T, > 0 tal que f(¢) > —¢ > 0 para t > T..

Defina a fun¢ao g tal que g toma os valores de f parat < T, e g(t) =1 —¢ para t > T.. Entao,
dado t > T,, temos

d > I = gy [ (6= tg(r)ar (22)
T o «

_ F(la)/o (t - 1) g(r)dr + (1 — o) =TS fe) , (23)

> (- 5)7(75 _aTE)a — 00, (24)

contradigao. [
Recomendamos a referéncia [2] para um estudo extenso de resultados com hip6teses mais fortes
e condicoes extras.

5 Aplicagao
Em [6], aplicamos a teoria apresentada a um modelo SIR de ordem arbitraria com a derivada
de Caputo. Um dos resultados obtidos diretamente do lema de Barbalat é o seguinte Teorema:
Teorema 5.1. No modelo SIR fraciondrio dado por
“DgyS(t) = —BSWI(1)/N, “DgiI(t) = BSH)IX)/N —~yI(t), “D§yR(t) =~I(t), (25)

temos
liminf; ,I(t) = 0. (26)
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A demonstragio consiste em reescrevermos a ultima equagdo como

Ig (vI(t)) = R(t) — R(0). (27)
Uma vez que S, I e R sdo limitados [6], segue pelo Lema 4.2 que liminf; ., I(¢t) = 0. O
Os mesmos autores de [2] relembram em [7] que a teoria basica de Lyapunov requer para o
funcional L(z(t),t) a monotonicidade com respeito ao tempo. Uma ferramenta fundamental para
provar sua monotonicidade é o sinal de sua derivada. Mais do que isso, se L(t) = L(z(t),t) é
mondtona decrescente e limitada, entdo converge. Contudo, a generalizagao para o calculo de
ordem arbitraria ndo possui um correspondente simples: o sinal da derivada de ordem arbitraria
nao é indicativo de monotonicidade. Assim, em [7] sdo propostos diversos estudos sobre a teoria
basica de Lyapunov, sendo uma das ferramentas utilizadas o lema de Barbalat 4.2.

6 Consideracoes Finais

Embora o Calculo de ordem arbitraria seja tao antigo quanto o de ordem inteira, com origem
em Leibniz, ’'Hopital e Bernoulli, sua maior expansao ocorreu apenas nas ultimas décadas. Assim,
é natural que muitos resultados necessitem de validacao por outros pesquisadores, até que a teoria
do Célculo Fracionério se consolide como a do Célculo classico. Esse processo pode levar décadas,
e a contribui¢ao de cada pesquisador é importante na montagem do quebra-cabeca.

Nesse sentido, este trabalho revisa a demonstragao de um lema de Barbalat fracionario, onde
encontra-se uma imprecisao. Além disso, foram apresentados um contraexemplo e um resultado
corrigido, o qual utiliza o limite inferior. Finalmente, demos um exemplo de utilizacao do lema.
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