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Resumo. Neste trabalho, discutimos uma aproximagao numérica por diferencas finitas para a
derivada fracionaria 1-Caputo chamada aproximagao L1-2 ¥-Caputo. Nesse sentido, apresentamos
a defini¢gdo da aproximagao, o estudo do erro, um exemplo e duas aplicagbes a fim de elucidar o
resultado investigado.
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1 Introducao

Nos ultimos anos, o calculo fracionario ganhou um grande desenvolvimento tanto na teoria
quanto na aplicacao. As derivadas fracionarias apresentam véarios tipos de definigoes, entre as
quais a derivada fracionéria de Riemann-Liouville e a derivada fracionaria de Caputo sao duas das
mais importantes em aplicagoes [1, 3, 10]. Outras formulagoes de derivadas fracionarias podem ser
encontradas nos trabalhos [14-17]. A solu¢@o numérica de equagoes diferenciais fracionérias (EDF)
é um tema que vem chamando a atengao para muitos pesquisadores ao redor do mundo, e uma
das razoes para isso é que EDF podem fornecer uma melhor explicacao para muitos fend6menos
fisicos naturais e facilitar a descrigdo de sistemas dindmicos [5, 12]. Por exemplo, EDF pode ser
usada para caracterizar sistemas complexos relacionados & memoria e propriedades hereditarias
como deformagao viscoeléstica, difusdo anomala, processamento de sinal e mercado de agoes [4,
6-8]. Um desafio moderno da engenharia e da ciéncia, é obter modelos mais realistas e melhorar
o0s processos [2, 5] e, como consequéncia, os modelos mateméaticos tendem a ser mais complexos e
de dificil implementagao.

Motivados pelo trabalho [9] e com o objetivo de obter novas aproximagoes para a derivada fra-
cionaria ¢-Caputo, neste trabalho apresentamos uma nova aproximagao chamada LI1-2 -Caputo.

2 Definigoes importantes

Nesta segao, inicialmente mostramos a definicao da derivada fracionaria -Caputo, logo fazemos
uma pequena discussao sobre a discretizagao do intervalo de interesse e exibimos algumas aproxi-
macoes da primeira derivada de uma fungao, também definimos a aproximacao L1 — 2 y-Caputo
e apresentamos um estudo do erro da aproximacao L1 — 2 -Caputo através de um lema.
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Defini¢ao 2.1. [1] Sejam a > 0, n € N, I = [a,b] o intervalo (w00 < a < t < b < 0),
u,p € C™([a,b],R) duas fungdes tais que ¥ € crescente e ' (t) # 0, para todo x € 1. A derivada
fraciondria v¥-Caputo de u de ordem o (n < a <n — 1), dada por:

L d
Y'(8) d€

c a;wu — 1 ! / o a—1 ”u
DEVu(0) = ot [ O - 001 (g g ) v 0

onden=[a]+1paraa g Nen=aparaa €N el(:) € a fungio Gamma [13].

Considere uma malha uniforme com pontos tg, t1, - -+, ty de um intervalo [a, b], onde At é a

tet1 + g

amplitude de passo, ty = kAt et} /0 = para 0 < k < N e uma funcdo u continua em

[a,b]. Sera usada a notagdo para as aproximagoes centradas da primeira e segunda derivada da
fungao w nos pontos médios e nos pontos da malha, respectivamente, dadas por:

u(ty) — u(tp_ 1
Stup_1/2 = %t(kl) e Sjuy = AL (brtugy1/2 — Srug—1/2) - (2)

Por outro lado, denotamos o polindémio de interpolagdo de primeiro grau (linear) da fungdo w no
intervalo [t;_1,t;], 1 <j < N [11], por

(t; —t) (t—tj—1)

() = u(ty ) D e Um0,

e, o polinomio interpolador de segundo grau (quadrético) da fungao u no intervalo [t;_1,t¢;], 1 <
j < N, na seguinte forma
(t—tj—1)(t—1;)

(t—ti—2)(t; —t) e (t—tj—1)(t —tj—2)

Iy ju(t) =u(t;—2) SAL2 +u(tj-1) A i) S AP
1
=1L ju(t) + 5(53’%‘—1)(15 —tj—1)(t = ;).
Note que, para as primeiras derivada temos
u(t;) —u(t;—
(I ju(t) = % = 0uj_1/2, (3)

e7

(Mo ju(t))” =6ruj 12 + (67uj—1)(t = t;_1/2)- (4)

A definigdo a seguir, surge da discretizagdo da derivada i-Caputo (Eq.(1)) nos pontos da
malha tg, ¢1, -+, tx de um intervalo [a, b] com n = 1, onde no primeiro intervalo [to,¢;] usamos a
aproximagao por diferengas finitas dada pela Eq.(3) e nos demais intervalos usamos a aproximagao
por diferencas finitas dada pela Eq.(4) para aproximar u/(€).

Defini¢ao 2.2 (Aproximagdo L1 — 2 ¥-Caputo). Sejam 0 < o < 1, I = [a,b], u € C3(I,R) e
Y € C%(I,R) duas funcdes tais que 1) € crescente e '(t) # 0, para todo t € I. Considere uma
malha uniforme de pontos tg, t1, -+, tx do intervalo I, tal que tg = a, tx, = kAt para 0 < k < N,
onde At € a amplitude de passo. A aprozimagao L1-2 1-Caputo da derivada fraciondria v-Caputo
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3
de u de ordem «, € dada por:
0] p— Z U2 1) — (1)) — ((t) — ()]
fo = D2 a) & 01y k i1 k i
k
- F(QAt a) & Z 2(?”5; 11/2 [(W(tr) — W(tj—1))' ™" + (W(tr) — P(t;)) ]
k
Z; 6ibu s (00 = (50— W) — v )] 6)

Dada a aproximagao L1 — 2 y-Caputo no ponto t; e a derivada ¥-Caputo discretizada no ponto
ti, chamaremos erro pontual, isto é, o erro no ponto t;, como sendo

DiVult)  — Dy ()

t=t

lex| =

(6)

t=t

Lema 2.1. Sejam 0 < o < 1, I = [a,b], u € C3>(I,R) e ¢ € C?>(I,R) duas fungdes tal que
1 € crescente e ' (t) # 0, para todo t € I. Sejam a aproximagao L1 — 2 ¢-Caputo e a derivada

p-Caputo discretizadas nos pontos da malha to, t1, - -+, ty € o erro pontual como na Eq.(6), temos
ol < | o~ a2 (wten) - ol
sl < (2M_ 2 - S () - o)
e (|u"’ (e)| At3 |M1|4At2 N |M2|6At3> (B(te) — Blter))~
¥ F(fqi'a)wk) — gt + A g 00) — )
+ s (i) ~ B 2SR N,

_ " (Nj)0cu;_1)2
, M1 = maxy, <j<t),_, {72575%_1/2 s

_ , " (9;)67u; 1 _ u’”(ék)C1 " (R)deus—1/2C2 P (A)d7uk_1Cs
My = maxy, <j<t,_, { 464512 Mg = 204 —_1/2 46¢Yi—_172 7

_ 1/1”(7%)5?“]‘71/2 82w 19" (A1)Ca
My = maxy, <<t { 2(6¢bj-1/2)? M5 = 2(5t7¢’k 1/2)% 7

((C—tr—2)(C—tr_1)(C—tr))’ }
)

onde M = ’maXt0§CSt1 {W}

)

Ci = ’mathflgcgtk {

—tp_1— e —1)2
Co = }math_lgggtk {W}; Cs = ’maxtk_lﬁgﬁtk {W}” €,n € (t(Jvtl); €€

(to, tk—1), N; € (tj=1,%5), €k € (tp—2,tk), Mk € (tr—1,tr).

No lema anterior, no caso em que a fungao 1(t) = ¢ é obtida a mesma ordem de convergéncia
apresentada em [9], isto é 3 — a.

2.1 Um caso particular da derivada y-Caputo

A fim de exemplificarmos, consideramos um caso particular da derivada ¥-Caputo, isto &, vamos
calcular a derivada 1-Caputo de ordem « da funcao u(t) = €%, com ¢(t) =, 0 < t < 1, usando a
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Definigao 2.2. Veja que a solucao analitica é dada por
CID)g’fu(t) = 2tliaE1,2_a(2t),

onde E,, g(-) ¢ uma Mittag-Leffler com dois pardmetros [18].

Na Figura 1, sao apresentados os resultados numeéricos obtidos da solugao com o = 0.9 e
dois espagamentos de malha dados por At = 1/10 e At = 1/80. Por outro lado, na Tabela 1
é apresentado um estudo do erro da aproximacao com respeito & derivada exata em diferentes
normas, isto &, ||-||;, [|/l5 € |||l € importante observar que para o célculo das normas foi usado o
erro pontual e no caso deste exemplo u(x) é conhecida.

Derivada exata e numérica Derivada exata e numérica

Numeérica L1-2
Exala

Numérica L1-2
Exata

Derivada
Derivada
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Figura 1: Derivadas exata e aproximada com a = 0.9 para At = 1/10 (esquerda) e At = 1/80 (direita).

Tabela 1: Erro e taxa de convergéncia
a=0.9
At | Erro |, [ T.Conv. [ Erro [, [ T. Conv. | Erro |-][,, [ T. Conv.
0.10000 | 6.83855e-01 | 1.04313 2.50788e-01 | 1.43292 1.55792¢-01 | 1.88889
0.05000 | 3.26045e-01 | 1.06862 9.53987e-02 | 1.39443 6.80440e-02 | 1.99037
0.02500 | 1.53888e-01 | 1.08319 3.80231e-02 | 1.32709 3.07210e-02 | 2.04375
0.01250 | 7.22356e-02 | 1.09110 1.59474e-02 | 1.25356 1.40998¢-02 | 2.07129
0.00625 | 3.38088e-02 | 1.09531 6.97576e-03 | 1.19290 6.52442e-03 | 2.08538
0.00313 | 1.57994e-02 | 1.09753 3.13937e-03 | 1.15188 3.03139¢-03 | 2.09255
0.00156 | 7.37731e-03 | 1.09870 1.43687e-03 | 1.12755 1.41132e-03 | 2.09621
0.00078 | 3.44327¢-03 | 1.09932 6.63749e-04 | 1.11422 6.57733e-04 | 2.09807

3 Aplicagoes

Nesta secao, apresentamos duas aplicagoes usando aproximagao por diferengas finitas L1-2
1-Caputo, observando que, para este proposito é preciso reescrever a Eq.(5) como segue

k k
cTY; 1
Dy u(t) = o | > Atk (u; —uj1) + > be(uy; — 2ui 1 +ui )| (7)
APT(2 — ) = =

t=t

_ W= )' T (=) T b o — (Y=t 1)> " = (hr—2)> " At((Ye—thj—1)' "+ (i —1;)' %)
- 0t _1/2 » Vhig = (2—a)(d¢hj—1/2)? 2005 1/2

e ¥; = Y(t;) e u; = u(t;), para obter um sistema de equacOes lineares com k-equagdes e k-
incognitas. As escolhas feitas para a fungao ¢ (t) sdo motivadas dos casos particulares da derivada

onde, ay, ;
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fracionaria -Caputo conhecidas como: derivada fracionaria de Caputo, Katugampola e Hadamard
[14].

Aplicagao 3.1. Encontrar u(t) tal que

DAt u(t) = — ) yarali=n) 4 e [0,1],a € (0,1)
0 PRG0S ’ T ’

u(0) =0,
usando a Definigao 2.2. A solucio exata é u(t) = t1T.

Na Figura 2, sao apresentados os resultados numeéricos obtidos para a Aplicagao 3.1 com
a = 0.7, p = 0.8 e espacamentos At = 1/10 e At = 1/80. Na Tabela 2, é considerada a anélise do

erro e a taxa de convergéncia nas diferentes normas [|-||;, |||, e ||| -
5 Solugao exata e numerica i Solugao exata e numerica
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Figura 2: Solugoes exata e numérica da Aplicagdo 3.1 com p = 0.8, @ = 0.7, onde os espagamentos de
malha s@o At = 1/10 (esquerda) e At = 1/80 (direita).

Tabela 2: Erro e taxa de convergéncia da Aplicagao 3.1
a=07 p=0.38
h=At [Erro [, | T.Conv. | Erro |-, [T.Conv.|Erro[],, [|T. Conv.
0.10000 | 8.06843e-02 | 1.10547 3.68030e-02 | 1.56848 2.56394e-02 | 1.38191
0.05000 | 3.97333e-02 | 1.02194 1.29857e-02 | 1.50290 6.90778e-03 | 1.67667
0.02500 | 2.11786e-02 | 0.90774 4.96918e-03 | 1.38584 1.97221e-03 | 1.70654
0.01250 | 1.25303e-02 | 0.75718 2.11549e-03 | 1.23202 6.18012e-04 | 1.62244
0.00625 | 8.24513e-03 | 0.60381 9.99973e-04 | 1.08103 2.12460e-04 | 1.51336
0.00313 | 5.90742e-03 | 0.48101 5.12444e-04 | 0.96449 7.83554e-05 | 1.42489
0.00156 | 4.47841e-03 | 0.39954 2.76648e-04 | 0.88935 3.02122e-05 | 1.36756
0.00078 | 3.50887e-03 | 0.35198 1.53875e-04 | 0.84629 1.19462e-05 | 1.33484

Aplicagao 3.2. Encontrar u(x,t) tal que
;In u(x oo a—lgp)k
DA Vu(w, t) = T5ED ew (2305, BHEEN ) w e (0,1), te (AL
uw(0,t) = e, wu(l,t) =t te (At 1], a€(0,1)
u(z, At) = 28t 1 € [0,1],

usando a Definigao 2.2 para discretizar o tempo e a Eq.(2) para discretizar o espago. Note que,
a solucdo exata do problema é dada por u(x,t) = e“t*te,
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Na Figura 3 sao apresentados os resultados numéricos obtidos quando usamos a Definicao
2.2 para resolver a Aplicagao 3.2 com a = 0.7 e os mesmos espagamentos de malha usados na
aplicacao anterior. Na Tabela 3 apresentamos o estudo do erro e a taxa de convergéncia.

Solugdo numérica Solugdo numérica

Figura 3: Solugdo numérica da Aplicagdo 3.2 para o = 0.4 e At = 1/10 (esquerda) e At = 1/80 (direita).

Tabela 3: Erro e taxa de convergéncia da Aplicagao 3.2
a=04
h=At | Erro |-, | T. Conv. | Erro -], | T. Conv. | Erro |-]|,, | T. Conv.
0.10000 | 1.87181e-02 | 1.25758 | 6.24775e-02 | 0.84417 | 2.81661e-01 | 0.29546
0.05000 | 7.96055e-03 | 1.23349 | 3.65850e-02 | 0.77208 | 2.39606e-01 | 0.23330
0.02500 | 3.46385e-03 | 1.20049 | 2.22528e-02 | 0.71727 | 2.08179e-01 | 0.20284
0.01250 | 1.53866e-03 | 1.17070 | 1.39079e-02 | 0.67808 | 1.84919e-01 | 0.17093
0.00625 | 6.95963e-04 | 1.14460 | 8.87380e-03 | 0.64828 | 1.67313e-01 | 0.14435

4 Consideragoes finais

Foi possivel observar, que a ordem de convergéncia no caso em que ¥(t) =t é 3 — @ na norma
||| o, como esperado por [9]; sendo este o melhor dos casos, pois o erro ao trabalharmos sobre a
funcao v é nulo, coisa que difere nos outros casos. Em geral, observando as figuras e as tabelas de
analise de erro e taxa de convergéncia podemos dizer que a aproximacao LI-2 1-Caputo fornece
um esquema numérico que consegue aproximar de forma eficiente a solugao exata de problemas
de valor inicial no caso temporal e problemas com equacoes de sub-difusao fracionarias no caso
espago-tempo, para as trés escolhas da funcdo v (t) apresentadas.
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