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Resumo. Um problema classico é o de se obter um empacotamento de esferas de mesmo raio em
R™ de tal modo que a densidade deste empacotamento no espago seja maxima. Dentre os empacota-
mentos esféricos, o empacotamento reticulado é um dos mais estudados, sendo que neste os centros
das esferas formam um conjunto discreto do R"™, chamado de reticulado. Reticulados algébricos
sao reticulados construidos a partir da aplicagao do homomorfismo candénico em Z-médulos de cor-
pos de numeros. Neste trabalho, propomos uma construcao de reticulados algébricos via corpos
de nameros ciclicos e, a partir dela, apresentamos reticulados algébricos com densidade de centro
otima.
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1 Introducgao

Um problema classico na matematica é o de obter um empacotamento de esferas de mesmo
raio em R™ de tal modo que as esferas ocupem o maior espago possivel ou, equivalentemente,
que a densidade deste empacotamento seja méxima. Isto pode ser visto como uma versao do 18°
problema de Hilbert, proposto em 1900 no Congresso Internacional de Matematica em Paris. O
empacotamento reticulado é um tipo de empacotamento esférico onde o conjunto formado pelos
centros das esferas formam um conjunto discreto no R", chamado de reticulado. Um dos pa-
rametros matemaéticos que medem a densidade do empacotamento é a densidade de centro,
definida como a razao entre o raio e o volume das esferas. Para os espagos R™ de dimensoes 2 a 8
e 24 sao conhecidos empacotamentos reticulados com densidade de centro méaxima (ver [7, 8, 14]).
Reticulados com alta densidade de centro possuem aplicagoes na teoria da informagéao (ver [1, 3,

6, 8]).

Seja K um corpo de ntimeros de grau n. Assim, existem n Q-monomorfismos o1, 09,...,0, de
K em C. Podemos reordenar tais monomorfismos de tal forma que o1,...,0,, sejam reais e que
os monomorfismos nao reais satisfacam o, 1,45 = 0r,4;, Para j = 1,...,72, onde n = r1 + 2ry.

Defina a funcdo ox : K — R™ x R?™2 = R™ por:

ox (@) = (01(2); ..., 07, (2), Re{0r, 11 ()}, Im{or 11 (2)}, -, Re{or, 4, ()}, IM{ 07, 4, (2)}). (1)

A funcéo ok é um homomorfismo injetivo de K em R", chamado de homomorfismo canénico
(ou homomorfismo de Minkowski). Se M é um Z-moédulo de K de posto n, entdao ox (M) é
um reticulado em R™. Tais reticulados sao chamados de reticulados algébricos e possuem o
diferencial de poderem usar resultados da Teoria Algébrica dos Numeros para analisar as suas
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propriedades (ver [1, 12]). Além disso, diversos trabalhos mostram a existéncia de reticulados
algébricos com densidade de centro 6tima [4, 5, 9].

Neste trabalho, propomos uma construcao de reticulados algébricos via corpos de ntimeros
ciclicos. Nesta construgao, a matriz geradora do reticulado é uma matriz circulante formada pelas
raizes do polinémio minimal de um elemento do corpo de nimeros. Construgoes semelhantes
foram usadas em [2, 10, 13], onde foram construidos reticulados com altas densidades de centro
para baixas dimensoes. Através dessa construcdo, apresentamos reticulados algébricos construidos
via corpos de nimeros ciclicos de grau 3 e 5 com densidades de centro 6timas.

2 Preliminares
Nesta segao, apresentamos definigoes e resultados basicos utilizados neste trabalho. Mais deta-

lhes podem ser encontrados em [1, 11, 12].
Um reticulado A com base 8 = {v1,...,v;,} de R™ é um conjunto da forma:

m
A={zeR" |z = Zaivi, com a; € Z}.
i=1

Se v; = (vi1,...,Vin), para i =1,...,m, definimos a matriz geradora de A como sendo
V11 V12 N Vin
V21 V22 . Von
B =
Uml Um2 oo Umn

e a matriz de Gram de A é a matriz G = BBT. O determinante de A é definido como det(A) =
det(G). Se v = (a1, 2, ..., am)s € A, a sua norma pode ser obtida por:

||UH2 = [011,042, s ,Olm]G[Oél,OQ, e 7am}T~

O valor Ayin = min{||v|| | v € A,v # 0} estd bem definido e A%, ¢ chamado de norma
minima de A. O maior raio p para o qual podemos distribuir esferas com este raio centradas nos
elementos de A e obter um empacotamento reticulado é chamado de raio de empacotamento e

Amin

o seu valor ¢ p = =z A densidade de centro do reticulado A ¢ definida por:

5(A) _ min

o .\ /det(A)’

Seja K um corpo de ntimeros de grau n. Dizemos que K é um corpo galoisiano se K é uma
extensdo normal de Q. Se K é galoisiano e o grupo de Galois Gal(K : Q) é abeliano (ciclico), entao
K & dito ser um corpo de nameros abeliano (ciclico).

Sejam 01,09, ...,0, 0s n Q-monomorfismos de K em C. Dizemos que o; é real se 0;(K) C R.
O corpo K ¢ dito ser totalmente real se todos os o; sao reais.

O trago Trg(x) de um elemento x de K pode ser obtido por:

Trr(x) = o1(x) + o2(x) + ... + on (). (2)

Seja (z1,x2,...,x,) uma n-upla de elementos de K e considere a seguinte matriz
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3
Tri(2?)  Trr(zize) Trr(zizs) ... Tre(ziz,)
Trr(xer) Trr(z3)  Trx(wvezs) ... Trr(xew,)
[Tri(ziz;)] = : : : . : ' (3)
Tri(znm) Trx(zpre) Trr(rnzs) ... Trx(z?)
O discriminante da n-upla (21,2, ..,2,) é definido por
D(x1,x9,...,x,) = det([Trr(zx;)]).
Proposicao 2.1. ([11, Teorema 7]) Sejam x1, 2, ..., x, elementos de K. Os vetores x1,xa,...,Zn

sao linearmente dependentes sobre Q se, e somente se, D(x1,x2,...,x,) = 0.

3 Construcao de reticulados algébricos via corpos de niimeros

ciclicos
Seja K = Q(f) um corpo de nimeros ciclico totalmente real de grau n. Entdo o grupo
de Galois Gal(K : Q) de K é isomorfo a C,, (grupo ciclico) e, desta forma, Gal(K : Q) =
{I4,7,7%,..., 7"}, para algum automorfismo 7 de K. Para w € K, suponha que o conjunto

B ={w,7(w),7?(w),..., 7™ (w)} seja base de um Z-modulo M de posto n de K. Assim, oy (M)
é um reticulado algébrico que possui a seguinte matriz geradora:

_ w T(w) 7'2(1”) Tg(w) . 7'”_2(w) T"—l(w)
rw) ) P re) i) w
B 74 (w) T (w) w) T(w) ... w 7(w) "
Tnfé(w) Tnf.l(w) w T(w) . Tnf;l(w) Tnié(w)
| e ) W) e ) TR w)

Note que tanto 8 quanto B sao formados pelas raizes do polindmio minimal de w em K. Além
disso, B é uma matriz simétrica circulante.
A matriz de Gram de ox(M) é dada por

G = [Trx(r'(w)7! (w))],

a qual coincide com a matriz (3) quando consideramos a n-upla (w, 7(w), 73(w), ..., 7 1 (w)).

A seguir, apresentamos reticulados algébricos de dimensoes 3 e 5 construidos de acordo com
a construcao descrita acima. Tais reticulados possuem a densidade de centro 6tima para suas
respectivas dimensoes.

Exemplo 3.1. Seja 0 uma raiz do polinémio irredutivel p(x) = 2° + 22 — 2z — 1 e seja K = Q(6).
Assim, K € um corpo de nimeros de grau 3. Note que:

03 = —0%+20 + 1. (5)

Usando (5), podemos verificar que —0% —0+1 e 6% —2 também sdo raizes de p(z) em K. Assim,
K € corpo de nimeros ciclico e, desta forma, K € totalmente real. Além disso, os Q-monomorfismos
de K em C sdo as fungées 14, 7,72, onde T € o Q-monomorfismo definido por:

7(0) = —0% — 0 + 1. (6)
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A partir de (5) e (6), obtemos:
7(6%) =0+ 2. (7)
Seja o elemento w = 1(62 + 30 4+ 4) € K. Pelas equagées (6) e (7), temos:
T(w) = (=36 — 20+ 9) e T%(w) = 1(26° — 0 + 1).
Vamos mostrar que w, 7(w),72(w) sio linearmente independentes. Temos que

Trg(w?) = Trr(r(w?)) = Trr(72(w?)) = w? + 7(w?) + 73 (w?) e
Trg(wr(w)) = Trg(wr?(w)) = Trr(r(w)?(w)) = wr(w) + wr?(w) + 7(w) 73 (W).

Usando (2), (6) e (7), obtemos Trx(w?) = 2 e Trg(wr(w)) = 1. Entio a matriz (3) relativa
a tripla (w, 7(w), 7%(w)) € dada por:

2 1
G=1|1 2
11

DO =

Como D(w,7(w),7?(w)) = det(G) = 4, temos que o conjunto 3 = {w,7(w),7?(w)} € linear-
mente independente. Seja M o Z-mddulo gerado por 5. Assim, a matriz de Gram do reticulado
algébrico og (M) serd igual a G e a sua matriz geradora serd:

w T(w) 73(w)
B=| 1(w) 72(w) w
72 (w) w 7(w)

Jd vimos que det(ox(M)) = det(G) = 4. Agora, vamos calcular a norma minima de og(M).
Seja v = [ay, ag, as) B um vetor ndo nulo de ox(M). Assim:
[[v][? = [0, a2, a3]Glan, az, a3])T = 2(a? + a3 + o) + 2(a1aa + a3 + azas).
Desta forma, ||v||? € um nimero par maior do que 0. Se a; =1 e ag = ag = 0, entao ||v||? = 2.
Logo, a norma minima de ox (M) € igual a 2. Com isso, a densidade de centro de ox(M) serd

(\@)3 1
= ——~0.1
25 5 4\& 0.176777,

sendo esta a densidade de centro dtima para a dimensdo 3 (ver [8, Tabela 1.1, pg. mizf).

d(ox(M)) =

Exemplo 3.2. Seja 6 uma raiz do polinémio irredutivel p(x) = x° +2* — 423 — 322 + 3z 41 e seja
K = Q(0). Temos que 0° = —0* +46° +30? — 30 — 1 e, a partir disso, podemos verificar que 6% —2,
0 — 4602 +2, 03 — 30 e —0* — 0% +30% + 20 — 1 também sdo raizes de p(x) em K. Com isso, K é
galoisiano e, portanto, K é um corpo de niimeros ciclico totalmente real de grau 5. Desta forma, os
Q-monomorfismos de K em C séao as fungées Iy, 7,72, 73,7, onde 7 é 0 Q-monomorfismo definido
por:

7(0) = 6% — 2. (8)

A partir desta equacao, obtemos:

7(0%) = 6* — 462 + 4,
7(0%) = —0* — 6° +60% + 20 — 7, (9)
7(0*) = 46* 4+ 0 — 160* — 30 + 14.
Seja o elemento w = £ (—260* + 6% 4+ 9% — 60 — 11) € K. Pelas equagdes (8) e (9), temos:
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T(w) = £ (—=36% — 462 + 80 + 2), % (w) = £ (—0* + 360 + 60> — 60 — 9),

=1
3 (w) = £ (—0% — 463 + 462 + 90 — 8), TH(w) = £ (46* + 36° — 156% — 50 + 4).

Vamos mostrar que 3 = {w,(w), 73(w), 73(w), 7*(w)} € linearmente independente. Usando
(2), (8) e (9), obtemos que a matriz (3) relativa a 5-upla (w, 7(w), 72(w), 73 (w), 74 (w)) €

Q
Il

O = = O N

— =0 N O

_— o N O =

SO O = =

N O == O

Assim, D(w,T(w), 7?(w), 73(w), 74 (w)) = det(G) = 4 e temos que o conjunto B € linearmente
independente. Seja M o Z-mddulo gerado por B. Entao a matriz geradora do reticulado algé-
brico ox (M) serd da forma (4) e sua matriz de Gram serd igual a G. Com isso, ji temos que
det(og(M)) = 4.

Agora, vamos calcular a norma minima de og(M). Sendo v = [aq, g, ag, ag, a5|B um vetor
nao nulo de ox (M), temos

[[v]|> = 2(a? + a3 + a3 + aF + a?) + 2(c1az + a1y + asay + asas + azas).

Com isso, analogamente ao exemplo anterior, obtemos que a norma minima de ox (M) € igual
a 2. Logo, a densidade de centro de ox(M) serd

V2P 1
2% g = W =~ (0.088388,

sendo esta a densidade de centro dtima para o dimensao 5 (ver [8, Tabela 1.1, pg. xiz]).

d(ox(M)) =

4 Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos uma construcao de reticulados algébricos via corpos de ntiimeros
ciclicos totalmente reais. Nesta construgao, a matriz geradora do reticulado é uma matriz simétrica
circulante e a matriz de Gram pode ser determinada a partir da analise da fungao trago em
elementos do corpo. Nos exemplos apresentados aqui, observamos que pode ser obtido um elemento
do corpo de ntimeros de tal forma que a matriz de Gram do reticulado construido a partir dele
tenha uma forma simples, facilitando-se assim a anélise das propriedades do reticulado.
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