Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 9, n. 1, 2022.

Trabalho apresentado no XLI CNMAC, Unicamp - Campinas - SP, 2022.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics
Preprint

Sobre Versoes Rotacionadas dos Reticulados Z" para
Codificacao em Sistemas de Transmissao

Fabiano Pinto Tavares!
DEMAT/IFMA, Sio Luis, MA
Joao Eloir Strapasson?
FCA/UNICAMP, Limeira, SP
Sueli Irene Rodrigues Costa®
IMECC/UNICAMP, Campinas, SP

Resumo. Este trabalho consiste numa investigacdo sobre versoes rotacionadas dos reticulados
Z" com baixa dimensdo. Nas dimensées 2 e 3, de modo alternativo aos conhecidos reticulados
algébricos, exibimos as construcoes das versoes rotacionadas de reticulados com diversidade méaxima,
que possuem méaximas distancias produtos minimas. Nas dimensoes 3,5 e 8, fixado um reticulado,
obtivemos um outro reticulado com a mesma distancia produto minima e com uma densidade de
empacotamento maior do que o original.

Palavras-chave. Reticulados, distancia produto minima, tor¢ao generalizada.

1 Introducao

Em canais com desvanecimento do tipo Rayleigh sao consideradas constelagoes de sinais n-
dimensionais esculpidas no conjunto de pontos de um reticulado A C R"™. Visando minimizar a
probabilidade de erro na decodificacao de uma palavra-cédigo devemos encontrar reticulados com
diversidade maxima e maxima distancia produto minima. Conforme podemos ver em [2, 9], essas
constelagoes de sinais podem ser obtidas a partir de rotagoes do Z".

Construgoes de reticulados rotacionados com diversidade maxima e boas distancias produtos
geralmente sdo feitas via teoria algébrica dos numeros. Em [1, 7-10] encontram-se construcoes de
reticulados rotacionados nesse formato.

Construimos em [11], a partir da algebra dos complexos, uma versao rotacionada do Z? e
demonstramos que esta possui a maior distancia produto minima possivel. Construimos também,
a partir da 4lgebra dos quatérnios, uma versdo rotacionada do Z3 e demonstramos que esta possui
a maior distancia produto minima possivel, quando consideramos as rotagoes em torno da reta
com vetor diretor (1,1,1). A vantagem dessa abordagem é que podemos descrever as rotagoes que
geram tais reticulados, o que em geral pode ser dificil no caso dos reticulados algébricos.

Em canais de ruido branco gaussiano também sao consideradas constelacdes de sinais n-
dimensionais esculpidas no conjunto de pontos de um reticulado A C R"™. Conforme podemos
ver em [4, 5] para minimizarmos a probabilidade de erro de decodificacio devemos maximizar as
densidades de empacotamento dos reticulados considerados. Assim, se um reticulado possuir boa
distancia produto minima e boa densidade de empacotamento, o mesmo pode ser util a canais com
desvanecimento do tipo Rayleigh e a canais gaussianos simultaneamente.
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A partir dai, definimos tor¢ao generalizada de um reticulado qualquer e observamos que tal
versdo torcida preserva a distdncia produto minima de reticulados com diversidade maxima. Con-
jecturamos que ndo existe versdo torcida da rotacio “6tima” do Z? com densidade superior a do
proprio Z2. Encontramos versoes torcidas das rotacdes “6timas” do Z3, Z° e Z® que possuem “boas”
densidades, ja que estas podem ser uteis simultaneamente a canais do tipo Rayleigh e a canais
gaussianos.

Este trabalho esta subdividido nas seguintes seces: Preliminares (nesta se¢do iremos introduzir
os elementos essenciais deste trabalho), Versdes Rotacionadas dos Reticulados Z? e Z3, (aqui
exibimos as nossas construcdes das versdes rotacionadas “6timas” do Z2 e do Z? via algebras dos
complexos e dos quatérnios respectivamente), e Tor¢do Generalizada (aqui construimos versoes
torcidas mais densas das versoes rotacionadas “6timas” do Z3, Z° e Z8).

2 Preliminares

Nesta se¢ao vamos introduzir alguns conceitos basicos, limitados aos essenciais a este trabalho,
mais detalhes vide [5, 9].

2.1 Reticulados

Sejam by, ba, ..., b, vetores LI em R". Um reticulado A C R" com base {by,ba,...,b;,} &

definido por
= {Zuzbl tU; € Z} .
1=1

Se n = m, dizemos que o reticulado A tem o posto completo. Uma matriz geradora para
um reticulado A é uma matriz n x m formada pelas colunas dos vetores que formam uma base
deste, isto é, B = [by by ... by,].

O reticulado hipercubico Z™ é definido como Z" = {(x1,x2, ,xn) DX E Z, i =1,2,..,n}.
Uma base para Z" é a base canonica do R", {eq,...,e,}, em que e; = (0, ,0) é vetor com
1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais.

Dada uma matriz geradora B para um reticulado A, definimos sua matriz de Gram por
G = B'B.

Seja G uma matriz de Gram de um reticulado A. O determinante de A é dado por
det(A) = det(G) e seu volume por Vol(A) = (/det(A).

A norma minima de um reticulado A, corresponde ao minimo entre todas as normas euclidi-
anas dos vetores nao-nulos de A, isto é, u = mingxxena ||x|], em que ||x|| = /(x,%).

A densidade de empacotamento de A ¢é definida como

Vol(B"((0; 1/2))
Vol(A) ’

AA) =

em que B™((0;4/2) é uma bola aberta em R™ de centro em 0 e raio p/2.

Dois reticulados Aj,As C R™ sdo equivalentes se existirem uma matriz ortogonal @, um
naumero real ¢ # 0, matrizes geradoras By e By para A; e A, respectivamente, de modo que
Bl = CQBQ.

2.2 Reticulados Algébricos

Um reticulado A tem diversidade L < n se L ¢ o nimero maximo tal que qualquer vetor
0 # y € A tenha pelo menos L coordenadas diferentes de zero.
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Conforme podemos ver em [3], reticulados algébricos construidos sobre corpos de nuameros
totalmente reais tém diversidade maxima L = n.

Seja A C R™ um reticulado de posto completo com diversidade méxima. A distancia produto
minima de A é definida como

dpin(A) = min, (0,%) = min T lai.
=1

No que segue, K é um corpo de ntimeros totalmente real de grau n, {o;}? ,; denotam os n
mergulhos de K em R.

Um reticulado ideal é um reticulado A = (Z,q,) em que Z C Ok é um ideal do anel de
inteiros O € qo : ZXZ — Q, qu(x,y) = Tr(azy),* para todo x,y € Z, em que o € K é totalmente
positivo (ie, o;(a)) > 0 para todo i =1, ..., n).

Teorema 2.1 ([9]). Seja K = Q((,+¢,"),% em que p > 5 é primo. Entio A = (Ok, %qa), em que

a=(1-G)(1=¢") eqalz,y) = Tr(axy), € equivalente ao reticulado Z™, em que n = (p—1)/2.

Temos, por [9], que {e; = (g + C;j}?:l é uma base integral de K = Q(¢, + C;l), em que
oi(ej) = ¢ 4 ¢, = 2cos (2”ij> e decorre, ainda por [9], do Teorema 2.1 que

p

1
R= %DZT (1)

é uma matriz geradora do reticulado Z™ em uma versao rotacionada, em que D,Y e T sao matrizes

quadradas de ordem n tais que D = diag(\/01(), ..., \/on()), X = [045], 035 = 0i(ej) e T = [ty5],

b= 1, se 1>
Y10, se i<

Teorema 2.2 ([9]). Seja K =Q(¢, +C;1) em que p > 5 € primo. A distdncia produto minima do
reticulado A = (Ok, %qa), em que v = (1—-C)(1=¢ 1) e qal(z,y) = Tr(axy), é

n—1

dp,min<A):p_ 2.

A seguir, apresentamos construgoes explicitas resultantes dos Teoremas 2.1 e 2.2.
A versio rotacionada do Z° ¢é obtida quando consideramos o corpo de niimeros
K = Q(¢11 + ¢;1Y). Da Eq. (1), segue que sua matriz geradora R é dada por

—0.169891 —0.455734 —0.596885 —0.548529 —0.326019
—0.326019 —0.596885 —0.169891 0.455734  0.548529
—0.455734 —0.326019  0.548529  0.169891 —0.596885 | . (2)
—0.548529  0.169891 0.326019 —0.596885  0.455734
—0.596885 0.548529 —0.455734  0.326019 —0.169891

Do Teorema 2.2, temos que dp min(Z°) = #

De igual modo, a versdo rotacionada do Z& é obtida quando consideramos o corpo de niimeros
K=Q(¢7+ Cﬁl). Da Eq. (1), segue que sua matriz geradora R é dada por

18e z € K, entdo Tr(z) = Y1, oi(z).
5¢p & a p—ésima raiz da unidade.
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—0.0891316  —0.255357 —0.387095 —0.466554 —0.483002 —0.434218 —0.32679 —0.175228
—0.175228 —0.434218 —0.466554 —0.255357  0.0891316 0.387095 0.483002 0.32679
—0.255357 —0.483002 —0.175228 0.32679 0.466554  0.0891316 —0.387095 —0.434218

—0.32679 —0.387095 0.255357 0.434218 —0.175228 —0.466554  0.0891316 0.483002 (3)
—0.387095 —0.175228 0.483002 —0.0891316  —0.434218 0.32679 0.255357 —0.466554 | -
—0.434218  0.0891316 0.32679 —0.483002 0.255357 0.175228 —0.466554 0.387095
—0.466554 0.32679 —0.0891316 —0.175228 0.387095 —0.483002 0.434218 —0.255357
—0.483002 0.466554 —0.434218 0.387095 —0.32679 0.255357 —0.175228  0.0891316

Do Teorema 2.2, temos que dp min(Z%) = 173

3 Versoes Rotacionadas dos Reticulados Z? e Z3

Proposigao 3.1 ([11]). A mdxima distancia produto minima para um reticulado Z? rotacionado
e %
A matriz geradora da versio rotacionada “6tima” do Z2, conforme Proposicdo 3.1, é dada por

(¢0)] (l

arctan(2)) —sin (3
sin (%2 arctan(2))  cos (g

2

Q= arctan(2)) | _ [ 0.850651 —0.525731
a zarctan(2)) |

0.525731  0.850651 |~ (4)

Proposigao 3.2 ([11]). Seja Rot(Z3,(1,1,1)) o conjunto de todas as rotacdes possiveis do reticu-
lado Z3 em torno da reta cujo vetor diretor é (1,1,1). A mdzima distdncia produto minima para
um reticulado em Rot(Z3,(1,1,1)) € 1.

A matriz geradora da versdo rotacionada “6tima” do Z3, conforme Proposicio 3.2, é dada por

0.736976  —0.327985  0.591009
Q= 0.591009  0.736976  —0.327985 | . (5)
—0.327985 0.591009  0.736976

13

Tal versao, é obtida através de uma rotagao de angulo < arccos ( T4

diretor é (1 1,1).

) em torno da reta cujo vetor

4 Torcao Generalizada

Definicao 4.1 (Tor¢do Generalizada). Sejam (mi,msa,...mp,_1) € R m; # 0,
i = 1,2,..,n—1 e A C R" um reticulado que possui uma matriz geradora A. Uma
(m1,ma,...,mp_1)-torgdo generalizada do reticulado A ¢ o reticulado tOT(yy, m,.....m,_,)(A) com
matriz geradora

mi
ma

B = A. (6)

mi.Mma...Mp_1

Segue, da Definicao 4.1, que V(tor,,(A)) = V(A), e ainda, se A tem diversidade maxima, entao
temos que tor(,,, m.,,....m,_,)(A) preserva a distancia produto minima de A.

Segue da Proposicao 3.1 e da Definicao 4.1 que qualquer reticulado da familia de reticulados
tor,,, (L£(Z?)), em que L£(Z?) é a versao rotacionada “6tima” do Z? com matriz geradora dada por
(4), possui distancia produto minima %
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Consideramos os reticulados tor,,;)(L£(Z*)), em que m = m(i) foi tomado na partiao

) 8
P ={m=m()= #};01 do intervalo [15=,10]. A partir do Algoritimo 1 proposto na Se¢do

2.3 de [11], verificamos que ndo existe i tal que fin, ) < ,/% OU [y > 1, em que fy,;) € a

norma minima do reticulado tor,, ;) (£(Z?)).
As simulagbes que nos levaram ao resultado do pardgrafo anterior sdo motivagdes para Conjec-
tura 4.1.

Conjectura 4.1. Se L(Z?) ¢ a versio rotacionada do Z? com matriz geradora dada por (4) e fim
é a norma minima do reticulado tor,,(L(Z?)), entdo /% < pm, < 1.

Observamos que caso a Conjectura 4.1 seja verdadeira, isso implicard que nao existe versao
torcida tor,,(£(Z?)) com densidade de empacotamento superior a da versdo rotacionada 6tima
L(Z?) de matriz geradora (4), ou seja, ndo existe reticulado tor,,(£(Z?)) com densidade de empa-
cotamento superior a 0.785398.

Seja L(Z™) a versdo rotacionada “6tima” do Z", que para n = 3,5 e 8 as matrizes gerado-
ras sdo dadas por (5), (2) e (3) respectivamente. Segue da da Definicdo 4.1, que as familias
0T (1 ) (L(Z2)), 8T (1 s i, ma) (L(ZP)) € YOX (1) .. .mq) (L(Z3)) definem reticulados que pre-
servam as distancias produtos minimas de £(Z3), L(Z5) e L(Z?) respectivamente, ou seja, qualquer
reticulado da familia tor(mhmz)(ﬁ(Z?’)) tem distancia produto minima %, qualquer reticulado da
familia tOT (1, o, ms,ma) (L(Z%)) tem distancia produto minima % e qualquer reticulado da familia
O (1 ma,....m7) (L(ZF)) tem distancia produto minima 17%/2

Consideramos os reticulados 0T, (i1),ma (i2)) (L(Z*)), em que (mq(i1), ma(iz)) foi tomado no

subconjunto
il 50 ig 50
P:{ml(ll)zo} ) X{mg(ig)zm}

1= ia=1

do quadrado [%,2]2, os  reticulados  OT(m, (i1),ma (ia),ms(is),ma(ia)) (L(Z°)), em  que
)

2
(mq(i1), ma(iz), m3(iz), ma(is)) foi tomado no subconjunto

. 7 . 7 . 7 . 7
. 2 . 2 . 7 . 7
P {mml) - 31} x {m2<w> - 3} x {m3<Z3> _ 33} x {m4(l4) - ;}
11=1 io=1 iz3=1 ia=1

do  hipercubo [%,%]4 e os reticulados tor(ml(il),m2(¢2)7___7m7(i7))(C(Zg))7 em que

(mq(i1), ma(i2), ..., mr(i7)) foi tomado no subconjunto

13 N 43
‘ i _ i _ i
P = {ml(zl) = 21} X {mQ(ZQ) = 22} X ... X {m7(17) = 27}
=1 ia=1 ir=1

do hipercubo [%, %] . Para tais reticulados, o algoritmo usado para o calculo da norma minima foi

proposto por U. Fincke e M. Pohst conforme podemos ver em [6].

Em relacao aos reticulados tor(ml(il))mm?))(E(Z3)), verificamos que fi(m, (i,),ma(iz)) < 1.01992,
para todo i; = 1,2,..,50 e i3 = 1,2,..,50. Um ponto (m1(i1), m2(i2)) para o qual encontramos
H(my (i1),ma(iz)) = 1.01992 foi (mq(i1), ma(i2)) = (7/4,41/20) . Dessa forma, temos que o reticulado
tor(7/4741/20)(£(Z3)) ¢ mais denso que o Z3, cuja densidade é 0.5236 e tem a maior densidade dentre
todas as versoes torcidas consideradas; tal densidade é dada por

_ /‘?7/4,41/20)7" N 1.0199237

~ (0.555513.
6 6

A(tor(7/4,41/20) (L(Z%)))

Isso nos da4 um ganho de aproximadamente 6.1 % na densidade.
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Em relagdo aos reticulados tor(ml(il),mz(h),mg(%)mdu))(L(Z5)), verificamos  que
F(ma (i1),ma(iz) ms (is),ma(ia)) < 1.09221, para todo i; = 1,2,..,7, em que j = 1,2,3,4. Um ponto
(mq(i1), ma(iz), m3(iz), ma(is)) para o qual encontramos f(m., (i,),ms(is),ms(is),ma(is)) = 1-09221 foi
(ma (i1), ma(iz), ms(iz), ma(is)) = (5/3,7/3,2,1). Temos que o reticulado tor(s/s 7/3,2,1)(L(Z%)) é
mais denso que o Z® cuja densidade é 0.164493 e tem a maior densidade dentre todas as versoes
torcidas consideradas, essa densidade por sua vez é dada por

“?5/3,7/3,2,1)”2 N 1.09221°% 72

~ (0.255673.
60 60

A(tor(s/s.7/3.2.1) (L(Z7))) =

Isso nos d&4 um ganho de aproximadamente 55.43 % na densidade.

Em relacio aos  reticulados tor(ml(il)me(h)wqmﬂh))([,(ZS))7
H(my (i1),m2(iz),..., me (i) < 1.13157 para todo ij = 172,3, em que ] =
(m1(i1), ma(iz), ..., m7(i7)) para o qual encontramos fi(m,(i,),ms(is),...ms(ir)) =
(my(i1), ma(ia), ...,mr(i7)) = (1/2,1,3/2,1,1/2,3/2,1/2). Dessa forma, temos que o reticulado
tor(1/2,1,3/2,1,1/2,3/2,1/2) (L(Z?)) é mais denso que o Z® cuja densidade é 0.0158543 e tem a maior
densidade dentre todas as versoes torcidas consideradas; tal densidade é dada por

verificamos  que
1,2,...,7. Um ponto
1.1315 foi

- “?1/2,173/271,1/2,3/2,1/2)774 N 1.1315%74

A(t0r(1/271,3/2,1,1/2,3/2,1/2) (»C(Zg))) = 2841 2841 ~ 0.0425967.

Isso nos da4 um ganho de aproximadamente 168.67 % na densidade.

Na Tabela 1, registramos as densidades dos reticulados estudados nessa secao bem como as de
suas “melhores” versoes torcidas encontradas. Nas duas tdltimas colunas temos os reticulados com
maior densidade conhecida em cada dimensao e suas respectivas densidades.

Tabela 1: Densidade de £(Z™) C R™ e densidade da melhor versdo torcida encontrada

LZM) [ALZY)] A= tor,(L(ZM) AN [ M [ AM)
n=3] 0.5236 v=(1,3) 0.5555 || FCC [ 0.7450
n=>5| 0.1645 v=(2121) 0.2557 || Ds | 0.4653
n=381 00159 |v=(31317322)]00426 FEs | 0.2537

5 Consideracoes Finais

Em dimensoes 2 e 3 exibimos nossas versoes rotacionadas “6timas” de reticulados com diver-
sidade maxima e suas distancias produtos minimas, tais versoes foram contruidas de maneira
alternativa as ja conhecidas versoes algébricas. Em dimensoes 3,5 e 8 construimos versoes torcidas
de reticulados “6timos” e exibimos suas normas minimas e densidades.
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