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Resumo.

Neste trabalho apresentamos um estudo numérico de uma equagdo que envolve fendmenos bésicos
de oscilagbes e propagacdo de ondas, que sdao de grande relevancia na fisica e matematica. Do
ponto de vista matematico, o Modelo do Oscilador Harmoénico é regido por Equagoes Diferenciais
Ordinarias (EDO) simples de ordem 2 no tempo. Logo, sua versdo em derivadas fracionarias sera
um modelo de ordem «a no tempo, com 1 < a < 2, e serd uma Equacao Diferencial Fracionaria
(EDF-a). Realizamos duas abordagens matemaética, uma tedrica e outra numérica dos modelos em
ordem inteira e ndo inteira e, assim, descrevemos um paralelo entre estas duas formulagées, buscando
caracteristicas similares e/ou diferentes entre suas solugdes. Desta forma, podemos compreender
um pouco mais os fendmenos fisicos e mateméticos que estas equagées descrevem.

Palavras-chave. Equagoes Diferenciais, Derivada de Caputo, Oscilador Harmoénico.

1 Introducao

O Calculo Fracionério remonta ao inicio do céalculo cléssico, com uma troca de correspondéncia
entre I’'Hopital e Leibniz em 1695, fato este de discussdo na comunidade cientifica. Mas, o que
importa, € que de 14 pra c4, muitos pesquisadores trabalharam arduamente para transformar
o Calculo Fracionario em uma area de pesquisa e consequentemente uma das ferramentas mais
exploradas nas ultimas décadas. Aplicar o Calculo Fracionario no modelo do oscilador harménico
nao é novidade, destacamos aqui alguns trabalhos ao longo das ultimas trés décadas [7],[9],[5],[6]-

Do ponto de vista do célculo fracionério, o oscilador harmonico é apenas mais um exemplo de
um fendmeno de atrito-amortecido fracionario. Em outras palavras, enquanto no universo cléssico
o atrito e o amortecimento sdo descritos usando diferentes abordagens pelas EDOs, no universo
fracionario as EDF-« nos permitem uma descrigao unificada destes fenémenos. Este é um dos
aspectos da abordagem fracionéaria, pois diferentes fendémenos, que parecem nao estar relacionados
em uma descrigao classica, agora aparecem como diferentes realizagcoes dando um sentido mais
amplo da teoria fracionaria. Um outro aspecto é uma observacdo bastante técnica. A EDF-«
mescla dois tipos classicos e diferentes de uma equacgao diferencial. Por um lado, as solugoes serao
de uma equagao diferencial nao linear, que em geral é um tipo de equagao bastante complicada
de se resolver e, por outro lado, as solugoes serao de uma equagao diferencial simples de segunda
ordem com coeficientes constantes que resultam da mesma equagao fracionéaria. Este aspecto é de
natureza geral e alimenta a esperanca de que uma ampla gama de problemas complexos possam
ser resolvidos analiticamente com o minimo esfor¢o usando Calculo Fracionario, enquanto uma
solugao dentro da estrutura de uma teoria cléssica pode ser dificil de se obter.

Uma interpretagao fisica para o oscilador harménico fracionério foi dada por [9] em termos
de uma interpretacao estatistica de multiparticulas: ele interpreta o oscilador fracionario como
uma média de conjunto de osciladores harmonicos comuns governados por uma seta de tempo
estocéastica. A absorcao intrinseca do oscilador fracionéario resulta da contribuigao total do conjunto
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do oscilador harménico: esses osciladores diferem um pouco uns dos outros em frequéncia, de modo
que cada resposta é compensada por uma resposta antifasica de outro oscilador harménico.
Assim, nossa abordagem tragara um paralelo entre estes dois universos: Fracionario(EDF-«)
x Classico(EDO-(p, q)). Através das solugoes dos dois modelos, que no caso fracionario sera via
fungoes de Mittag-Lefller, exploraremos suas caracteristicas. Por meio de uma anélise numérica
através da programagao matematica e do codigo em [3], iremos propor uma forma de calcular as
constantes de uma EDO-(p, q) que estabelecera uma relagao entre a ordem « e as constantes (p, q).

2 Preliminares

Introduziremos alguns conceitos e resultados bésicos do Calculo Fracionario que serao usados
neste trabalho. Versao destes resultados mais detalhadas podem ser consultadas em [4], [2], [8].

Definigao 2.1. Fung¢do de Mittag-Leffler com um, dois e trés pardmetros: Sejam z € C e o, f €
C,p € R trés pardmetros tais que Re(a) > 0, Re(8) > 0,p > 0. Definimos a funcao de Mittag-
Leffler com trés pardmetros através da série de poténcia

k

PR S ()
FBap(2) = ;) D(ak + ) k! .

onde (p)r € o stmbolo de Pochhammer. Particularmente, quando p = 1, temos a fung¢ao Mit-
tag-Leffler de dois pardmetros, denotada simplesmente por Eé”g (t) = Eqp(t). Jd quando p = =
1, obtemos a fungio Mittag-Leffler de um pardmetro, denotada por E,, 1 (t) = Eqa,1(t) = Eq(t).

Definigao 2.2. Derivada da Fungao de Mittag-Leffler com trés pardmetros:

d” +k

g Bas(2) = (PEL 55 an(2)- (2)
Propriedade 2.1. Propriedade Assintdtica da Fun¢ao de Mittag-Leffler: Se 0 < o < 2, 5 um
nimero arbitrdrio complexo e p wm nimero real arbitrdrio tal que T < p < min{m, ma}, entdo

para um inteiro arbitrdrio p > 1 vale a seguinte expansao:

p —k
Bns(:) = =30 5 —ay U™ ) ol = o0, S farglall sm.
=1

Existem muitas defini¢des de derivadas fracionarias como a de Riemann-Liouville, Griinwald-
Letnikov, mas a que iremos usar é a derivada no sentido de Caputo-Dzhrbashyan. Esta escolha
se deve & sua ampla utilizagao em trabalhos relacionados, em geral justificada pelo fato de suas
condigoes iniciais poderem ser tratadas como aquelas de ordem inteira.

Definigao 2.3. A derivada fraciondria de Caputo com ordem « é definida para t € [a,b] por:

t n
CDef(t) = I‘(nl—a)/ (t— 0)"*O‘*ljenf(0)d0, onde ' € a fungdo Gama. (4)

Uma propriedade da derivada de Caputo é que a derivada de uma constante ndo nula é zero.

Definigao 2.4. A Transformada de Mellin de uma fungio f(t) é dada por:
oo
MU = F) = [ s, o)
0
A transformada de Mellin F(s) pode ser considerada o momento de ordem (s — 1) da fungéo

f(t) no intervalo [0,00). Assim, a area sob a curva f(t) (momento de ordem 0) é dada por F(1),
o primeiro momento é dado por F(2), o segundo por F'(3) e assim por diante.
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3 Modelo do Oscilador Harmonico

Uma descrigao muito interessante do Oscilador Harmoénico tanto Classico quanto Fracionéario
pode ser vista em [5]. Aqui iremos apenas apresentar suas equagoes diferenciais e solugoes.

Classico EDO-(, £) Fracionario EDF-a com 1 < o < 2
) Y+ Ly + %yiz 0 CD&y +wry =0 (6)
yoemmtcos(ut) + yhemmtsin(ut) Yo Fo(—wot®) + yht Ego(—wt®)

onde m, k e v sao contantes positivas, sendo m a massa, vy o coeficiente de atrito e k constante da

a_ k —Jk _(2)2 k
mola. Com w® = = e pu =4/ — (55-)%, para = (2m) > 0, pois sera o caso que iremos analisar

numericamente, os outros casos sairao de forma analoga. As condicGes iniciais dos modelos sao
yo = y(0), y, = v/ (0), respectivamente a posicao e velocidade iniciais do movimento. N&o iremos
explorar as unidades das contantes neste trabalho, fato este muito importante.

Como ja sabemos, para o caso classico, a solu¢ao tem o comportamento oscilatério continuo
com decaimento exponencial. Logo, o plano de fase das fungoes convergiré para a origem em forma
de uma espiral logaritmica em torno da origem. Para o caso fracionario ocorre um comportamento
parecido & primeira vista. Mas vejamos as diferengas: Primeiro, a solugao é dada por um par de
fungoes de Mittag-Leffler, que possuem a caracteristica de ter um nimero finito de zeros, [7],[9], e a
outra é seu comportamento assintético com ¢ — oo é semelhante a t%, propriedade 2.1. Estas duas
propriedades juntas provocam uma oscilacdo finita em torno do eixo ¢, mas ainda sim ira de forma
assintotica a zero. O plano de fase destas fungoes tera um comportamento inicial semelhante ao
caso de ordem inteira, formara uma espiral em torno da origem mas depois se deslocara da origem e
assim passando para uma convergéncia a origem sem oscilacao. Como podemos verificar na Figura

1(a-f). A Figura 1(f) é um zoom da Flgura 1(c) na origem. Usamos os seguintes valores para as
simulagdes numéricas: w =1, yo = 1 e yj = 1. Os demais valores estardo indicados nas figuras.
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Figura 1: Fungoes Y\*(t) = Eo(—wt) e Y5*(t) = tEq,2(—w“t®) . Fonte: autor.

Em geral, o oscilador harmonico fracionario se comporta como um oscilador harmoénico amor-
tecido. O amortecimento é intrinseco ao oscilador fracionario e nao devido a influéncias externas
como atrito, [7], [9]. No entanto, ha uma correspondéncia das solugées do oscilador fracionério
com as solugoes do caso classico com atrito, o que se torna 6bvio, se compararmos o comporta-
mento das soluc¢oes no inicio do movimento. Portanto, diante destas observacoes e do fato das
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fungoes de Mittag-LefHler envolvidas na solugao fracionéria serem fungoes linearmente independen-
tes, vamos propor uma construgao de uma EDO-(p, q) de segunda ordem de coeficientes constantes,
¥ +py + qy = 0, que terd como solugao uma fungao muito proxima a do caso fracionério e as
constantes (p, q) terdo uma relac¢ao intrinseca com a ordem «.

3.1 Proposta de construgao da EDO-(p, q)

Tomando y1(t) = Eu(—w*t®) e ya(t) = tEq2(—wt®), e da teoria de Equacoes Diferenciais
Ordinarias Linear de Segunda Ordem: Se y; e y, sao duas solugoes da equagao diferencial
v+ Pt)y' +Q(t)y =0, onde P(t) e Q(t) sdo fungdes continuas em um intervalo aberto
I e se existe um ponto ty € I onde o wronskiano de y; e y, é diferente de zero, entao
a familia de solugbes y(t) = c191(t) + cay2(t) com coeficientes arbitrarios ¢; e ¢y inclui
todas as solugées da EDO.[1]

Primeiro, iremos calcular as derivadas das fungoes y; (t) e ya(t).

% _ _wata—lEa’a(_wata) : cht%l — —wata_QEa,a,1<—wata) (7)
% — Ea(iwata) : ddty22 _ 7wata71Ea,a(7wata)

Observe que a segunda derivada de y;(t) nao esta definida em ¢ = 0, logo nosso intervalo I
deveré estar contido em R. Seguem as expressoes do Wronskiano, de sua derivada e de Wa(t):

W (t) = [Ea(—wt*)]? + w*t*Eq o (—w*t*) Eq 2 (—w*t®)
W' (t) = w*t  Eq,a-1(—wtY) Eg 2(—w*t®) — Eq(—w®t*)Eq o (—wt®)] (8)
Wa(t) = w2 (WY [ By 0(—w*t®))? + Eo(—w ) Ey o—1(—wt®)]

Podemos afirmar que existe um T > 0, tal que W (t) > 0 em [0,T) e em (0,7) temos que as
fungdes W'(t) > 0 e Wa(t) > 0. A seta nos graficos indica o sentido de crescimento de a.
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Figura 2: Grafico de W (t), —W'(t) e Wa(t). Fonte: autor.

O comportamento das trés funcoes sao similares, com oscilagoes muito pequenas em uma regiao
proxima do eixo t como mostrado nas Figuras 2(d,e,f). Assim, no intervalo aberto I = (0,7,

podemos afirmar que a solugao do caso fracionario também é a solugdo da EDO, com P(t) = — ‘{,VV,((:))

e Q) = Vvi‘lf((tt)), fungbes continuas no intervalo I.
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Figura 3: Graficos dos pares (P(t),p) e (Q(t),q). Fonte: autor.

Como podemos notar na Figura 3(a), para o = 2 temos o caso cléassico e assim P(t) = 0 e
Q(t) = 1 e para os outros valores de a, temos que estas fungoes oscilam em torno de uma semi-reta
paralela ao eixo t. Logo, definiremos uma expressao para o calculo destes valores que chamaremos
de p e ¢. Mas antes, vamos fazer algumas observagdes no comportamento das fungdes W (t), W' (¢)
e Wa(t). Em t =0 temos que W(0) =1, W (0)=0e tliré1+ Wa(t) = oo.

J& o comportamento assintotico, [t%| — oo, as expressoes W (t), W'(t) e Wa(t) se comportam
das formas t%a, tm% e W% respectivamente conforme propriedade 2.1. Assim, podemos usar a

Transformada de Mellin nestas fungdes W (t), W'(t) e Wa(t). Fazendo, s = a + 1 obtemos um
valor que sera o equivalente a momentos fracionérios, («), para estas fungoes. E assim definimos

=3

oo oo o0
qg= %2 onde W = / W (Hdt , W = / t*W' (t)dt e Wy = / t*Wo(t)dt.
0 0 0

As Figuras 3(b,c) ilustram os pares de graficos de (P(t),p) e (Q(t),q). Note que os valores de
(p, q) estao posicionados proximo de um ponto médio das oscilagdes. Isso corrobora com o estudo
feito em [9] que deu a interpretagdo para o oscilador fracionario como uma média de conjunto
de osciladores harmoénicos comuns. Entendemos que as oscilagoes de P(t) e Q(t) traduzem uma
resposta antifasica de outros osciladores harmonicos e assim os valores (p, ¢) sdo a absor¢ao média
intrinseca do oscilador fracionério, resultando em uma contribuigao total do conjunto do oscilador
harmonico fracionario.

3.2 Comparagao entre os dois Universos: EDF-a x EDO-(p, q)

Desta forma temos uma relagdo entre a ordem « do caso fracionario com as constantes (p, q)
da EDO e assim podemos relacionar o modelo fracionario do oscilador harmonico com o modelo
classico do oscilador harmonico com amortecimento, nas Figuras 4 e 5 usamos ¢ =1 e w = 1.
EDF-a : D%y 4wy =0

EDO-(p,q) : 4" +py' +qy=0 = 9)
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Figura 4: Solugoes das EDF-a e EDO-(p, ¢). Fonte: autor.
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Podemos ver pela Figura 4(a) o quanto as solugbes dos modelos EDF-a e EDO-(p, q) ficam
proximas. As oscilagoes sdo praticamente iguais e se mantém préxima por todo o tempo. Mas
como ja observamos, o comportamento das Mittag-Leffler ndo é de oscilagbes regulares (nimero
de zeros finito), e sua convergéncia a zero nao é oscilatoria, portanto irad haver um distanciamento
gradual destas solugdes, como vemos na Figura 4(b) e na Figura 4(c) que é um zoom da Figura

A(b).
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Figura 5: Solugoes das EDF-a e EDO-(p, ¢) com o = 1.9604 e p = 0.063453. Fonte: autor.

Nesta sequéncia da Figura 5, podemos ver com mais clareza a relacao entre as solugoes, bem
com o comportamento assintotico entre elas. Na Figura 5(b) vemos com mais precisao a diferenga
de como as solugdes se aproximam da origem. J& na Figura 5(c) vemos o deslocamento da espiral
da solucao fracionéria e sua convergéncia para a origem de forma assintética nao oscilatoria o que
difere do padrao do caso inteiro.

(a) (b) (c)

Erro Relativo entre as SolugGes.
EDF-a: com EDO-(p , q) € EDO-(p, , 1)
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Figura 6: Relagao e Erro entre « e (p, ¢). Fonte: autor.
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Realizamos uma analise comparativa entre nossa proposta para (p,q) e a formula apresentada
em [5]. O calculo da forga de friccao é dada por py = (%)% 5 (o —2) para a ~ 2, mas nao ha
uma indicativa de como obter o valor de ¢ e como em [5] apresentam simulagbes para o caso onde
w = 1 isso nos remete a usar ¢ = 1 para a anélise com esta formula. A Figura 6(a) mostra que p e
pf tém o comportamento bem similar no intervalo (1.8,2) e observamos também que no intervalo
(1.5,2) temos g =~ 1. Na Figura 6(b,c) temos os erros relativos entre a solugdo Fracionaria e as das

EDO-(p,q) ¢ EDO-(p;, 1) e vemos que nossa proposta ¢ mais precisa.

4 Consideracoes Finais

Nosso objetivo foi estabelecer uma relacao entre as equagoes do modelo oscilatéorio EDF-a e
EDO-(p, q) para que tivéssemos um entendimento mais aprofundado dos fendmenos que regem os
modelos. Ainda estabelecemos uma relagao entre a ordem « e os parametros (p, q).

Como dito anteriormente, esse tipo de modelagem fracionaria traz uma interagao entre feno-
menos que é dificil de enquadrar em uma construcao significativa para o caso fracionéario. Ainda,
nossa proposta de ajuste dos parametros (p,q) é bem fundamentada, mas ainda carece de um
estudo mais analitico das expressoes. Numericamente, vimos que é promissora, € nos fornecer
uma Otima aproximagao da solugao. Entendemos que toda esta anéalise contribui muito para o
entendimento do modelo fracionario, bem como traz uma luz no estudo da relacao do coeficiente
fracionario « com o coeficiente de atrito do caso classico. E por fim, tudo isso nos levara a novos
insights intrigantes e as vezes surpreendentes neste Multiverso Fracionario.
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