Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 9, n. 1, 2022.

Trabalho apresentado no XLI CNMAC, Unicamp - Campinas - SP, 2022.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics
Preprint

Cotas para o nimero de orientacoes de um grafo evitando
familias fixas de grafos orientados

Matheus Micadei Marzo!

Orientador: Carlos Hoppen?
UFRGS, Porto Alegre, RS

1 Caracterizagao do problema e resultados obtidos

Erdés propos, em 1974, um problema envolvendo grafos orientados: um grafo orientado ﬁ é
um grafo em que para cada aresta {u,v} é associada a dire¢ao uv (e dizemos, nesse caso, que a
aresta estd orientada de u para v) ou a diregdo vu. Dado um grafo orientado ﬁ e um inteiro
positivo n, determine ou estime o nimero méaximo de orientacoes de um grafo de n vértices sem
conter nenhuma copia de H, isto é, sem copia de H, cujas arestas estao orientadas como H. Tais
orientagoes sao ditas livres de e nesse trabalho iremos referenciar esse ntimero pela expressao
¢(n, H). Alon e Yuster [1] mostram que esse problema esta bem resolvido para torneios (para n
suficientemente grande) e para os demais casos, devido as contribuigdes de Buci¢, Janzer e Sudakov
[2], existem cotas assintoticas. Propomos analisar, discutir e ampliar esses resultados na situagio
em que desejamos evitar uma familia .% de grafos orientados.

O problema de Erdés esta relacionado intrinsecamente com o Teorema que Turan, que responde
a seguinte questao sobre grafos nao orientados: qual o nimero maximo de arestas que um grafo
de n vértices pode ter evitando algum subgrafo completo Kj com k > 3. Podemos generalizar
essa pergunta considerando grafos com n vértices evitando um determinado grafo H. Denotamos
0 ntmero maximo pela expressao ex (n, H), esse problema pode ser naturamente estendido para
familias 5 de grafos proibidos, o que leva a quantidade ex (n, 7).

Um resultado claro é que, se um grafo for livre de H, suas orientagdes certamente sao livres ﬁ,
independentemente de como as arestas estejam orientadas. Logo, a desigualdade 2¢* (") < c(n, ﬁ)
é evidente. No caso de torneios, o resultado de [1] mostra que essa desigualdade vale com igualdade
quando n é suficientemente grande.

- . . . g =
Uma expansao natural dos resultados ja estudados seria analisar o caso em que & = {Hq, ..., Hy},

onde cada H; ¢ uma orientagdo de um grafo H;. Denote por ¢(n,.%#) o nimero maximo de ori-
entagbes de um grafo com n vértices livres dos elementos de #. Temos assim que ¢(n, #) <

min{c(n,ﬁi) i€ {1,...,4}}, ja que ¢(n,.F) < c(n,ﬁi) para cada i. Portanto, para S =
{H,,...,Hy}, as seguinte cotas sdo verdadeiras:

9% () < o(n, F) < min{c(n,ﬁi) s e{l,...,0}}. (1)

Estamos agora em condigoes de considerar alguns casos particulares.

Imatheus.marzo@ufrgs.br
2choppen@ufrgs.br

010049-1 © 2022 SBMAC



Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

Teorema 1.1. Seja F uma familia finita de orientagdes onde cada grafo ﬁl € uma orientac¢ao do
grafo H. Entdo, temos

(a) Se H ¢ um torneio entio c(n,.F) = 2°x (mH)

(b) Se H é bipartido entdo c(mﬁ) =29 oy ¢(n, ﬁ) = 20(nlog(n)),

Caso H contenha um subgrafo ciclico, os resultados [2] garantem que c(n, ?1) = 20(n") g existe
a real tal que ex (n, H) = ©(n®). Portanto, as desigualdades em (1) implicam ¢(n,.%) = 20",
Quando H nao é bipartido, obtém-se a cota 22 ("H) < ¢(n, F) < 2(1+e) ex(n.H),

Para a situagado onde H nao contém ciclo existem dois casos de interesse [2], sendo que em um
dos casos o nimero de orientagdes é da ordem do ntimero de orientagoes do grafo de Turan (isto é,

c(n, ﬁ) = 20(")). Os demais tem um comportamento diferente, e o niimero de orientagdes satisfaz
C(TL, ) = 29(” log (”))

Considere agora uma familia de orientagoes # = {Hy,..., Hy} de um grafo aciclico H. Divi-
diremos em duas situagoes possiveis: (a) quando existe uma orientagdo H; do primeiro caso, (b)
quando todas as orientagoes sdo do segundo caso. Para (a), considerando a equacdo 1, e que o
grafo de Turan evitando grafos bipartidos satisfaz ex(n, H) = 6(n), afirmamos que

No caso (b) temos

c(n,ﬁ) _ 20(nlogn)'

O Teorema 1.1 mostra que quando .# é uma familia de orienta¢ées do mesmo grafo H a
generalizagao do problema de Erdds esta bem resolvida, a menos de eventuais constantes. Um
proximo passo é considerar situagoes em que % = {I’{? ,..., Hy} onde as orientagoes ﬁz dos grafos
H; nao sao necessariamente orientagoes de um mesmo grafo. Nessa situagao, a relagao entre
ex (n, ) e ex(n,H;) para i € {1,...,¢} é mais complicada. Alguns resultados com respeito a
compacidade da familia J# permitem encontrar algumas cotas para c(n, %) de forma semelhante

ao Teorema 1.1. Alguns dos resultados de compacidade mencionados determinam casos em que
ex (n, ) = minf(ex (n, H;))).
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