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Resumo: Neste trabalho estudamos um sistema de equacdes de Fuler com relaxacao gene-
ralizada. O sistema modelo de equacgdes de FEuler admite ainda um desacoplamento para sua
solugdo. Inicialmente resolvemos o sistema como um problema de Riemann e aplicamos uma
reqularizacdo a fim de tornar a solucdo de classe C*. O sistema geral resultante deste proce-
dimento € resolvido via técnica de curvas caracteristicas. Mais do que isso, introduzindo um
parametro 5 com base na modelagem fisica, estudamos condigcdes para a existéncia de onda vi-
ajante, além de analisar a relacdo entre as escalas fisicas da difusdo e de relazacao.

Palavras-chave: Sistema incompressivel de equagoes de FEuler com relaxacao generalizada,
solucao de Riemann, onda viajante e perfil viscoso.

1 Introducao

Estamos interessados em analisar a existéncia de choques com perfil viscoso para o seguinte
sistema de equagtes de Euler com relaxacao generalizada, via um parametro de velocidade 3,

p m 0
ot ox p € —
E (BE + p)u (E(p; pu) — E)

no qual p é a densidade, m o momento linear, p a pressao e E a energia. 5 é um parametro que
introduzimos para estudar a existéncia, ou nao, de onda viajante dentro da solucao, mas que
tem uma justificativa fisica para o modelo em questdo [6]. A quantidade E(p, pu) é vista como a
energia necessaria para trazermos a temperatura 7' para uma temperatura de referéncia T sem
nenhuma mudanca no momento ou energia do gas. Considerando a equacao de estado para gases
ideais politrépicos, a pressdao pode ser escrita como (veja [4]) p = RpT = a®p, no qual aVRT é
a velocidade do som. A energia de referéncia é escrita como E(p, pu) = % + % pu?. O termo
€ representa o chamado tempo de relaxacdo, que estd associado ao tempo em que a energia F
estd longe da energia de equilibrio E(p, pu). Do ponto de vista prético, apesar desse tempo ser
bastante pequeno, ele é diferente de zero. Como estamos interessados em analisar a existéncia
de ondas viajantes, e perfis viscosos, é 1til que resolvamos o problema de Riemann associado
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a este sistema, veja [2]. O problema de Riemann em questao consiste de (1) em conjunto das
condicgOes iniciais especiais:
(mlaplaEl)v se .I‘<0, 2
(m E,), se x>0 2)
ry Prs L), x ,

ou seja, condicoes que sao constantes por partes.

Na Secao 2 descrevemos a solugdo do problema de Riemann (1)-(2), bem como uma regula-
rizacao necessaria para obtermos uma aproximagao global da solugao. Em seguida, na Secao 3,
analisamos as condigoes sobre o parametro 8 para a existéncia de onda viajante.

2 Solugao do Problema de Riemann

O sistema (1) tem uma peculiaridade bastante interessante. As duas primeiras equagoes para
a densidade p e o momento m nao dependem da energia. Dessa forma, podemos desacopla-lo
inicialmente em um sistema (hiperbélico) 2 x 2 de leis de conservagao, como segue:

91 p 0 m Jo B

e com dados iniciais de (2), tais que,

pi, sex <0, my, sex <0,
p(x,0) = { m(z,0) = { (4)
pr, sex >0, my, sex > 0.

No presente trabalho, vamos analisar em detalhes o caso apenas em que p; > p, € m; > m,.
Entretanto, a andlise para todos os demais possiveis casos segue diretamente da mesma técnica
aqui desenvolvida. E facil de ver que (3) é estritamente hiperbdlico, com autovalores distintos
A =m/p—ae)l =m/p+a. O subsistema (3)-(4) tem como solugdo (ver, e.g., [2]),

pi,  x<t\(p,m), my,  x <tXp,m),

. p(3), tAlo,m) <@ <tMa(pm,mm), ) m(%), tAp,mi) <@ <tA(pm, mm), (5)
Pms  tA2(pm, M) < x < ts, My EX(Pmymm) <z < ts,
Pr ts <u, my, ts <z,

m, —m

Pl — Pr

() el ()i} () =n(E el ()i}

A solugao (5) de (3)-(4) consiste de um estado constante (p;, m;), seguida por uma rarefagdo
(p(z/t),m(x/t)), depois por um estado constante (pm,, My, ), seguido por um choque de veloci-
dade s conectando (pm, mm) a (pr, my); veja a Figura 1. A solugao dada por (5), torna-se apenas
uma funcao de z e ¢t no plano x —¢t. Como estratégia para encontrar a solucao podemos utilizar
a técnica das caracteristicas para calcular a solucao da E = E(x,t) (ver, e.g., [3]). Entretanto,
para podermos aplicar a técnica das curvas caracteristicas, precisamos resolver um conjunto de
equagoes diferenciais ordindrias para fluxos continuos, o que nao é o caso pois tanto m quanto
p apresentam descontinuidades ao longo do eixo z. Por outro lado, podemos supor por um
momento que p = p(x,t) e m = m(z,t) sdo suficientemente suaves. Assim, por meio da equagao
para a energia em (1) podemos escrever:

pm m 1 1/ ap 1 m?
men b= om (5] 0L (e ) - )

no qual (p,, my,) é um estado intermediério, s = ¢é a velocidade do choque e
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Figura 1: Solugoes para p (esquerda) e m (centro), e suas respectivas aproximagoes. A direita
encontra-se a solugao para a energia E. Note que ocorre um pico justamente nesta solucao.
Usamos (p;,my) = (2,1) e (pr,my) = (1,0.13) e tempo de impressao da solugao t = 1.8.

com E(z,0) = Ej, se x < 0e E(z,0) = Ej, se x > 0. A solugao sobre as caracteristicas fica,

dz m dE m 1 1/ a® 1m?
e fm Do m(|2] )+ (43 0
dt P dt pl, € e\vy—1 2p;
com condicoes iniciais,
z(0)==z;, com E(x,0)=EF;, se x<0 E(x,0)=F;, se x>0. (9)

Como a solugao 5 exibe descontinuidades nos choques e nao é diferencidvel nos pontos iniciais
e finais das rarefacoes, precisamos regularizar as solugoes p e m a fim de conseguirmos resolver
o sistema (8)-(9). Vamos encontrar fungoes p,,m, € C'(R), dependendo de um parametro 7
de modo que se 7 — 0 entdo pr, m, convergem para p e m dados por (5). Essa convergéncia é
considerada na norma LP para qualquer 1 < p.

Para buscar tais fungoes, procuramos polindomios que sao suaves na vizinhanca de p, os quais
dependem de 7. Para o ponto tA1(p;, m;) é necessario um polinémio de terceiro grau da forma
p(2) = azz® + a2 +arz+ag, z € [tA1(pr, M) —7,tA1(py, my) + 7], com as seguintes propriedades,
para A1 = Ai(pr, M) € A = A1 (pm, M), talque:

pr(tA —m ) =pi, PLEA—T,8)=0, p1(EANm+T,t)=pm, PLEM m+T.8)=0p(z/t). (10)

Para obter a solucao de (10), resolve-se um sistema linear 4 x 4 [1] para descobrir o tnico
polinémio com coeficientes ag, a1, as € as. Por meio de cdlculos similares conseguimos regularizar
o problema e encontrar solugoes aproximadas, que dependem do parametro 7 (ver [1]):

Pls se x <ty — T, my, se x <ty — T,
pi(x), sethi; —7 <ax <th;+T, q(x), sethy—7<a<tA;+T,
p(3), setdy +7<x<tAim—T1, m($), se thy; +7 <z <ty — T,
pr=12 p2(x), se tA1; — T < T <tAig +T,, Mr=1 q2(x), se tAi;y — 7 <z <tA1;+7, (11)
Pm, Sethg,+T<x <ts—T, My,  S€tA m +7 <2 <ts—T,
p3(x), sets — 7 < x <ts+T, qs3(x), sets—7 < x <ts+T,
L Prs sets+7 <, (M, sets+71 <.

Na Figura 1, descrevemos a solucao e o formato das regularizagoes da solucao, Substituimos
(11) dentro de (8)-(9) e obtemos, como solucao

B(r) = esplr/e + 1B + exp(=7/0) [ exp(s/0 F (ﬁp ¥

m2

L PR
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onde 1 = z/t, p(n) = prexp{—(n —m)/a} and m(n) = pi(n + a) exp{—(n —m)/a}. Na Figura
1, exibimos a solugéo de F para um valor de § = 1. Apesar da mudanca da solucao induzida
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Figura 2: Esquerda Acima: Curvas caracteristicas paralelas para § = 0. Direita acima:
(8 = 1) Note que hd uma regiao parecida como um leque de rarefacao, apés a curva saindo de
x = 0. A curva de choque de velocidade s do sistema (p,m) ird atravessar as caracteristicas
influenciando a solucao da energia E: a solucao nao exibird perfil viscoso neste caso. Esquerda
Abaixo: (f = 8) Observe que as curvas caracteristicas “parecem” todas colidir (o que nao
acontece, de fato, devido & unicidade da solucdo para as curvas caracteristicas no plano x —t): a
solucao exibe perfil viscoso. Aqui a curva de choque atravessa a solugao das curvas caracteristicas
fazendo a solucdo se acumular em torno do choque s. Direita abaixo: (8 = 12) Comportamento
parecido com o caso anterior. Entretanto, as curvas se acumulam mais rapidamente: aqui a
solugdo também exibe um perfil viscoso.

pela variacao do parametro 3, como veremos na proxima secao, temos que qualitativamente
visualmente a solugdo nao se altera substancialmente. Neste contexto, uma andlise bastante
relevante é considerar as curvas caracteristicas para diferentes valores de 3, o que fazemos na
Figura 2. Note que quando os valores de 8 aumentam, as curvas de onda vao se inclinando até
quase se colapsarem no plano = — t.

3 Condicoes para a existéncia da onda viajante

A solucao dada por (11)-(12) é uma solugao que reflete o comportamento qualitativo de (1)-(2).
E verdadeiramente incomum a existéncia de uma variagao tao abrupta na solucao. De fato, isso
ocorre devido ao fato de existir variagoes abruptas da varidvel m; note que sua derivada aparece
de forma explicita no lado direito de (8). Entretanto, um questionamento bastante natural
é: qual € a natureza desse onda ¢ Observamos por meio de vérias simula¢oes numéricas [1],
que tal onda nao modifica seu perfil ao longo da evolugao para tempos longos (comportamento
assintético). Dessa forma, é igualmente natural questionar seria esta uma onda viajante (ver,
e.g., [2]).

A onda viajante é uma das inimeras técnicas utilizadas para selecionar os choques que sao
fisicamente vidveis [2, 5]. A existéncia da onda viajante é uma das principais ferramentas de
analise em problemas envolvendo leis de conservacao para dizer se um choque, de fato, provém
de um sistema fisico. Dessa forma é natural utilizarmos tal técnica para analisarmos sob quais
condigoes a onda contendo um pico F é uma onda viajante.

A maioria de sistemas modelando fenémenos fisicos exibe difusao devido a diferentes fatores
influenciando o movimento dos fluidos. Para tanto, nds admitimos que o sistema possui uma
difusdo de ordem 7, que ¢ justificada pela natureza fisica do modelo de Euler com friccao e
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gravidade com uma equagao de Darcy parabdlica em meios porosos [6]. A difusao ird influenciar,
principalmente, as varidveis p e m nas duas primeiras equagoes. A equagao para energia possui
um termo de relaxac@o que sob as hipé6teses de condigoes sub-caracteristicas, veja [5, 4], funciona
como um termo de dissipagao. De fato, o sistema (1) satisfaz as condigbes sub-caracteristicas.
Dessa forma o sistema (1) é escrito como:

9 +£ s
gm%-g m—g—i-az = 8—Qm 13
ot oz \ p P) = Tg2™ (13)
0 0 m m? 1/ a®p 1 m?
—FE+ — |BE— —| == -— —F).
ot +3:v[ﬂ pHLP} 6<7—1+2p >

A pergunta relevante aqui é: sob quais condigoes, o choque conectando (pm,mm) e (pr,m;),
comporta-se como uma onda viajante? Ou seja, para uma varidvel U = (p, m, E), a solucao de

— t,onde U"—U(x_8t>,

x
(13) pode ser escrita em um sistema de coordenadas viajantes
n

mm , . .., C A .
é a velocidade do choque. Para a nova varidavel n a existéncia do perfil
Pr — Pm
viscoso, estd associada a existéncia de uma onda conectando o estado (pp,, mm, En) quando

n — —oo até o estado (p,, m,, Ey) quando n — +o0.
Substituindo U" = (p,m, E) no sistema (13) e aplicando a regra da cadeia, obtemos um
sistema de equacotes diferenciais ordindrias de segunda ordem:

m [R—
tal que s = —

—sdp  ldm _ nd%
wds T ds P de”

—sdp 1dm 9 n d*m
= 14
T (5 ret) = i 4
dE d m m? n( a’p 1m?
B [ ) (e 1)
dé df[ p p e\y—-1 2p

d
Integrando no intervalo (—o0,&) as duas primeiras equagoes (14) e usando o fato que —

de”

d—p se anulam (pois sao equilibrios) em —oo, obtemos o sistema de primeira ordem conectando
m

equilibrios:
4 +m + - (15)
=—sp+m-+sp —m
d m? <m2> 9
—m=—-sm+-—+a‘p+sm —(— ) —a‘p, (16)
dg§ p p
m

e Lt C) () 2 o

Escrevendo V = (p,m, E)T e F(V) = (F1(V), Fo(V), F»(V))T, com os F;(V) em cada um dos
3 lados direitos de (15). O sistema (15) é escrito na forma vetorial como %/ = F(V). Note
Cpm Ly g @pr  Lmp

-1 2pn vy—1 2pnr
respectivamente, sdo pontos de equilibrio, o qual nos motiva fazer um estudo em torno desses

equilibrios. Para tanto, linearizamos o sistema % = F(V). Os autovalores associados a esta

que os pontos (pm, Mm, Em) € (pr, my, Ey) onde E,, =

_ 144 (m
linearizagao sao A\; = —s+ ’Z}—, —a, Ay = —8+ —_ taeds3 = S_dér(n”). Além disso, observe que
os dois primeiros autovalores nao dependem de E. Entao podemos desacoplar o sistema (15)
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Figura 3: Esquerda. Perfil viscoso para as variaveis (p, m). Os estados dos equilibrios sendo
conectados sao (pn,, = 1.68,m,, = 1.12) e (p, = 1,m, = 0.13). Direita. Soluc¢ao da érbita
conectando os equilibrios E,, e E, para diferentes relagoes entre n/e.

-(17) em nossa anélise para a existéncia de conexao de 6rbitas ligando equilibrios no plano (p, m)
e depois realizar um andlise para a variavel energia E. Para o equilibrio em (p,, m,,) é possivel
mostrar que o equilibrio é do tipo sela, de modo que a dimensao do espaco repulsor é 1. Para
o equilibrio em (p,, m,) é possivel mostrar que o ponto de equilibrio é um atrator, gerando um
espaco de dimensao 2. Observe, que neste caso o espaco de conexao ligando os equilibrios serd
3. Isto, tipicamente acontece, com choques do tipo Lax. A existéncia dessa conexao é conhecida
e pode ser encontrada em [2], veja também a Figura 3.
Estamos interessados, entretanto, em analisar a existéncia de uma érbita conectando os esta-
dos E, até E,,. Observe, via equagao (15), que o comportamento qualitativo da solu¢do da EDO
o . . . e+ Bg(m/p)
acompanhard, principalmente, o sinal do coeficiente multiplicando E. Ou seja, — .
(—=s+ B(m/p))

Por outro lado, por meio da Figura 3 (e analiticamente) podemos observar que m/p é constante
em (pm, mpy) e depois é decrescente até conectar novamente o equilibrio em (p,,m,), entao

d%(m/p) =0 em (pm,mm) € (pr,m;); € d%(m/p) < 0 para os valores em que p e m variam.

O mesmo comportamento vale para d%(m2 /p), ou seja, d%(m2 /p) serd zero nos equilibrios e

negativo no interior da regiao de conexao.

Para o comportamento global da solugao, temos duas andlises a serem feitas. Para a pri-
meira andlise, estudamos o caso em que s > [(m/p). Por meio de (17), podemos ver que o
comportamento depende fortemente da relacao das escalas 1/e os quais podem ser subdivididas
em:

(1) Razao n/e, tal que inicialmente tenhamos dFE/d¢ > 0. O sinal de dE/d¢ s6 é positivo
devido ao fato das varidveis p e m, e suas derivadas, serem limitadas pois tais varidveis sao
solugao do sistema (15)-(16). Dessa forma E ird crescer até valores satisfazendo em que a
derivada satisfaga dE/d¢ = 0, o qual é um méaximo. Tal maximo é limitado e é obtido quando
a funcao energia F iguala-se a uma relagao entre as varidveis p e m através da seguinte relagao:

- (4(E) S G E) o

Note que E ¢é limitado e que se € << 7, ou seja, a relaxacao ocorre numa escala menor que a
escala da difusao, o pico praticamente nao aparece; por outro lado se n >> €, ou seja, a difusao
ocorre numa escala menor do que a relaxacdo, o pico é mais acentuado. Apds o maximo da
derivada, dFE/d¢ < 0 e portanto E vai diminuindo. Observe que o sistema nao atinge mais o
equilibrio, pois dE/d¢ < 0 para os subsequentes valores de F, o qual tende a —oo.
(2) Razao n/e, tal que inicialmente tenhamos dE/d¢ < 0 desde o inicio. Por meio da EDO
para E, podemos ver que neste caso nao ha pico e a solucao diverge até —oo.
Em ambos os casos acima nao ha érbita conectando equilibrios. Se formos estudar mais
cuidadosamente as caracteristicas da Figura (2) percebemos que para valores pequenos de 3, as
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caracteristicas exibem, praticamente, um leque de rarefagdo apds a curva iniciando-se em z = 0
(note-se que isto nao é uma rarefagao). Apesar disso o formato da onda F fica parecido ao de
um perfil viajante, pois a relaxacao atua muito fortémente e faz com que os valores dessa regiao
tenda ao equilibrio de modo bastante rapido. Mas note via Figura 2 que o choque atravessa as
caracteristicas da equacao da energia F, influenciando a solugdao por um periodo de tempo longo
nao podendo assim exibir um perfil viajante.

Para o segundo caso, admitimos que s < [B(m/p). Entao, pelo mesmo motivo afirmado
anteriormente, temos que dE/d¢ > 0. Neste caso a solugao para energia E ird crescer até atingir
valores satisfazendo dE/d¢ = 0, o qual é um méximo. Tal maximo é limitado e é obtido quando
a relagao (18) é satisfeita. Entretanto, note a partir da Equagao (17) que até o momento em que
E satisfaz (18) este é um equilibrio instavel para a varidvel E. A partir desse momento temos
dE/d¢ < 0. Note, entretanto, que como (—s + 5(m/p)) > 0, entdo a EDO é estével, ou seja, E
tende a valores limitados, quando { — oo, d%(m/ p) e %(m2 /p) vao a zero e a solugao tende
ao equilibrio. Dessa forma, existe a 6rbita conectando os estados.

Se olharmos para as caracteristicas da Figura 2 percebemos que para valores grandes de (3,
as caracteristicas estdo muito préximas ao ponto de parecerem colidir (ndo colidem, devido ao
teorema de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais ordindrias, ver. e.g., [3]). Neste caso
as caracteristicas atravessam o choque de velocidade s e a informacao tem uma descontinuidade
justamente nesta onda, fazendo com que o perfil de solucao seja viajante, conforme solugao do
sistema (15)-(18), o que resumimos como:

Proposigao 3.1. O sistema de Euler (1) com condi¢des do tipo (2), e estados p; > p, e my > my.,
exibe uma onda conectando E,, e E; sendo uwm choque com perfil viscoso viajando com velocidade
s = (Mm—my)/(pm — pr), para > s(p/m). Tal onda é nao monoténica, possuindo um mdzrimo
satisfazendo (18). Caso B < s(p/m), a onda conectando tais estados ndo € uma onda viajante
exibindo perfil viscoso. Além disso, a altura do pico depende exclusivamente da relagdo entre as
escalas da difusdo n e da relaracdo €.
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