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Resumo. Neste trabalhos estudamos a aplicagdo de uma estratégia de pés-processamento da ten-
s8o no contexto do problema da elasticidade linear préximo ao limite de incompressibilidade. A
analise de convergéncia da estratégia é apresentada, mostrando limitantes para o erro cometido
assim como as taxas assintoticas de convergéncia esperadas. Experimentos numéricos sao realiza-
dos para verificar os resultados tedricos apresentados e avaliar a aplicabilidade da estratégia em
problemas préximos ao limite de incompressibilidade. Concluimos destes experimentos que a es-
tratégia aqui apresentada é uma alternativa viavel para a aproximagao da tensao em problemas
quase-incompressiveis, desde que o vetor deslocamento tenha sido bem aproximado previamente.

Palavras-chave. Método de Elementos Finitos, Elasticidade Linear, Pos-processamento, Proble-
mas quase-incompressiveis

1 Introducao

Considere 2 C R? uma regido planar limitada e ocupada por um corpo eléstico. Assuma que a
fronteira de 2, denotada por 02, seja Lipschitz continua e esteja decomposta em 00 = 'p UT'y
comI'p # 0 el’pNITy = 0. O problema da elasticidade linear é entdao dado por: Encontrar o
vetor deslocamento u tal que

div (Ce(u)) = f em (1la)
(Ce(u))n =ty sobre Ty, (1b)
u=up sobre I'p, (1c)

onde f € L?(Q,R?) é uma fungio dada que descreve a carga aplicada sobre o corpo elastico, up
e ty sao fungoes prescritas na fronteira que descrevem as condigdes de contorno de Dirichlet e
Neumann respectivamente, e e(u) denota a parte simétrica do gradiente de w, isto é

1
e(u) =Vu= 3 (Vu + (Vu)t) .
As propriedades fisicas do material sdo descritas pelo tensor de elasticidade C, que age sobre o

espaco S dos tensores 2 x 2 simétricos. Segue também que o tensor de elasticidade é simétrico e
positivo definido.
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Na elaboragao de alguns métodos numeéricos para a solugao de (1), é conveniente decompor a
equagcao diferencial de segunda ordem (la) em um sistema de primeira ordem

Ao =¢e(u) em €, (2a)
dive = f em € (2b)

onde o denota o tensor de tensoes e A denota o tensor inverso de C. A equacao constitutiva linear
(2a) relaciona o deslocamento com o estado de tensdes do corpo elastico no regime de pequenas
deformagoes e é chamada de Lei de Hooke, enquanto (2b) é a equagdo do equilibrio e esta ligada
a preservagao do momento linear [1].

O problema da elasticidade linear (1) é dito homogéneo e isotropicos quando o tensor C' e seu
inverso A puderem ser escritos como

CS =2uS + Atr(S)I, VS €S, (3a)

1 A
AS=—(§- 2 _w(S)I), vSes, 3b
5 (5 s 1) (38)

onde I é o tensor identidade, tr é o operador trago e p e A s@o os coeficientes de Lamé, que por
sua vez estao relacionados ao moédulo de elasticidade E > 0 e a constante de Poisson 0 < v < 0.5

através das equagoes
Ev E

R B () <4>

Um problema homogéneo e isotropico seréd quase-incompressivel, ou proximo do limite de incom-
pressibilidade, quando v tende & 0.5, o que resulta em A tender a infinito.

Em diversas aplicagoes praticas, além de obter aproximacoes para o deslocamento u, é ne-
cessario também obter aproximagdes para o tensor de tensoes o [1, 6]. Neste contexto, sabe-se
que métodos de elementos finitos mistos [1-3, 7] podem fornecer boas aproximagoes, tanto para w
quanto o, em problemas quase-incompressiveis. No entanto, estes métodos exigem a construgao
de espagos de aproximagio para u e o que satisfagam determinadas condigoes de estabilidade [1,
3], o que aumenta bastante a complexidade do problema. Em particular, a construgao de espagos
de aproximagao estaveis para métodos mistos que imponham (de forma forte ou variacionalmente)
a simetria do tensor de tensoes, é um topico atual de pesquisa [2, 7].

Uma abordagem alternativa, mais simples, para a determinagao do campo de tensoes é o em-
prego de estrategias de pos-processamento [4, 6]. Nestas estratégias parte-se de uma aproximagao
previamente computada w, para o deslocamento, que é entdo usada para definir um novo pro-
blema (chamado de pos-processamento) para a aproximar o tensor de tensdes o. Comparadas aos
métodos mistos, as estratégias de pos-processamento tem como uma de suas principais vantagens
a flexibilidade, j4 que uma mesma estrategia pode ser combinada com diferentes métodos para a
obtencao de uy,.

Neste trabalho nos retemos & segunda abordagem, e focamos no estudo de uma estratégia de
pos-processamento para a aproximagao da tensao, baseada na formulagao global apresentada em [6].
Nosso objetivo é avaliar o comportamento desta estratégia para problemas quase-incompressiveis,
verificando se ela é capaz de encontrar boas aproximagoes para a tensao, uma vez conhecida uma
boa aproximagao u; para o deslocamento. Destacamos aqui que obter boas aproximagoes para
o deslocamento em problemas quase-incompressiveis ndo é uma tarefa trivial, e alguns métodos
classicos de elementos finitos, como o método de Galerkin Primal, falham [1, 7|. No entanto, nosso
foco seré apenas na robustez do pds-processamento em si e portanto assumiremos que uma boa
aproximagao para o deslocamento ja é conhecida.

Na proxima secao descrevemos em detalhes a estratégia de pds-processamento estudada e apre-
sentamos alguns resultados tedricos sobre sua convergéncia. Em seguida, na Secao 3, experimentos
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numéricos serao realizados para verificar os resultados tedricos apresentados anteriormente, e es-
tudar o comportamento da estratégia para problemas quase-incompressiveis. As conclusoes deste
trabalho sdo apresentadas na Segao 4.

2 Pos-processamento da Tensao

A estratégia de pos-processamento da tensdo estudada neste trabalho foi originalmente pro-
posta no contexto mais geral de problemas elipticos em [6], e se baseia em uma combinacao de
residuos de quadrados minimos das equagoes constitutiva (2a) e do equilibrio (2b). No contexto do
problema da elasticidade linear, esta estratégia foi aplicada recentemente em [8], onde estudou-se
o comportamento da mesma para problemas heterogéneos.

A estratégia comega pela construgdo de um subespago de dimensao finita Z;, C H(div, 2, M),
onde H (div, 2, M) denota o espago dos tensores M, de dimenséo 2 x 2, cujas entradas e divergente
(tomado linha a linha) sdo quadraticamente integraveis. Apesar da estratégia estar bem definida
para qualquer subespago Z;, C H(div,Q, M), neste trabalho estudamos apenas o caso em que Zj,
sao espacos simétricos construidos a partir de uma discretizacao de 2 em quadrilateros convexos
K, e usando como base os polindémios interpolantes de Lagrange.

Dada uma discretizacao Ty de €2 em quadrilateros convexos K, o subindice h é chamado de
parametro de malha e denota o maximo dos didmetros dos quadrilateros K

h= Ir(nea%{diam(K)}. (5)

Segue também que, para cada elemento K € Ty, existe um isomorfismo bilinear F tal que K ¢é a
imagem de Fi agindo sobre o elemento padrao K = [0,1] x [0, 1], isto é

K =Fg(K), VKeT.
Considere agora, para algum inteiro [ > 1, o espago Ql(f( ,S) dos tensores simétricos sobre K cujas
entradas sao polinémios de grau [ em cada coordenada. Os espagos de aproximacao Zj usados
neste trabalho sao entao definidos por

Zn = QL ={r e H(div,Q,S) : T|x € Qx, VK € Tp}, (6)

onde
Qx = {r € H(div,K,S) : T =70 Fg', ¥ € Qi(K,S)}.

Construidos os subespagos Z},, e conhecida uma aproximagao precisa uy, para o deslocamento
previamente calculada, a estratégia de pos-processamento consiste em: Encontrar o, € Zj, tal que

ba(O'h,Th):/E(Uh)iTth +(5h)a/ f-divr,dx, V7, € Z),. (7)
Q Q
Aqui b, : H(div, Q,M) x H(div,,M) — R é uma forma bilinear dada por
bo(Oh, Th) = / Aoy, T dx + (5h)a/ div oy, - div 1, dx,
Q Q

h & o parametro de malha definido em (5) e 6 > 0 e 0 < o < 2 s@o0 pardmetros a serem escolhidos.
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2.1 Analise de Convergéncia

A analise de convergéncia aqui apresentada segue os moldes da andlise desenvolvida em [6],
fazendo apenas as mudangas necessarias para o problema da elasticidade. Comegamos destacando
que a forma bilinear b, (-, ) induz uma norma sobre H(div, 2, M) dada por

I17lla = (ba(r, 7)), (8)

Diretamente da definigdo segue ainda que para todo 7 € H(div,{, M), esta norma satisfaz as
seguintes desigualdades

I7lla = Cll7llo, (9a)

I7lla = (80)*/2]| div 7o, (9b)

onde C' é uma constante que s6 depende do tensor C.
Note agora que a formulagio (7) é consistente no sentido que é satisfeita pelas solugdes exatas
u e o, isto é

bo(o, ) = / e(u) : mpdx + (Jh)a/ f-divmdx, V1, € Zp. (10)
Q Q
Subtraindo (10) de (7), e usando a bilinearidade de b, (-, -), temos também a relacao
bo(op — o, 1) = / e(up —u) : Trdx, V7, € Z). (11)
Q

Partindo da relagao (11) e das desigualdades (9), o proximo Lema estabelece a base para a analise
de convergéncia da estratégia (7).

Lema 2.1. Sejam u e o as solucdes exatas para o deslocamento e a tensao respectivamente, up
uma solucao aprorimada para o deslocamento calculada previamente, e o, a tensao aproximada
obtida pela estratégia (7). Seque que

lo = onlla < 2)lo = Tnlla + Clle(u —un)lo, (12)
onde C' é uma constante dependente apenas do tensor C.
Demonstragao. Da definigdo da norma || - ||, e da bilinearidade de b, (-, ) segue que
lon — Tul|2 = ba(oh — Thyon — Th) = bo(0 — Th,oh — Th) + ba(oh — 0, 0 — T4),

Usando a relagdo (11), a equagao acima pode ser reescrita como

llon — Th”i =bo(0 — Th,0n — Th) +/ e(up, —u) : (op, — ) dx.
Q

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito da equagao acima obtemos
lon —7lla < llo = Tullallon — hlla + lle(w —un)lollon — Tallo-
Finalmente, usando a desigualdade entre as normas || - || € || - |lo dada por (9a), segue que
lon = Tulla < llo = Talla + Clle(w = un)llo,

e o resultado desejado é obtido a partir da desigualdade triangular

HU —plla < o= 7ulla + Ho'h — Thlla < 2“‘7 — Thlla + Clle(uw — up)|lo-
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Corolario 2.1. Para o caso em que Z; = th é construido de acordo com (6), propriedades
cldssicas de aproximagao [3, 5] nos dao que, para o suficientemente regular

inf [|o — 7h|la < CRIT2|o|141.0,
‘r'h,Eth

onde C' € uma constante independente do parémetro de malha h e |- |11, denota a semi norma
no espago de Hilbert H'1(Q,M). Segue assim, como consequéncia direta do Lema 2.1 e das
desigualdades (9), as sequintes estimativas em L?

lo = onlloe < CRT 2ol + lle(u —un)o), (13a)
ldiv(e — on)llo.e < C(h'olips +h™"?|le(u — un)|o). (13b)

3 Experimentos Numéricos

Nesta secao realizamos alguns experimentos numéricos a fim de analisar o desempenho da
estratégia de pos-processamento (7) para problemas homogéneos e isotropicos proximos ao limite
de incompressibilidade. Para isso, resolvemos o problema modelo (1) no dominio £ = [0, 1] x [0, 1],
com tensor de elasticidade isotropico e homogéneo C dado de acordo com (3a) e

B (21 + A) cos(mx + my) — pcos(ma — my)
Flay) =’ [(ZM + A\) cos(mx + my) — pcos(mr — Wy)} ’

Considerando condicoes de contorno homogéneas de Dirichlet, tal problema possui solugao exata
para o deslocamento conhecida, dada por

w(o.y) = [sin(ﬂ:c) sin(ﬂy)] | 14

sin(7z) sin(my)

Os coeficientes de Lamé p e A foram obtidos a partir do médulo de elasticidade E e da constante
de Poisson v de acordo com (4). Para estes experimentos fixamos o valor do médulo de elasticidade
em F = 1, e estudamos trés possiveis valores para a constante de Poisson v = 0.5—10"!, 0.5—1073
e 0.5 — 107°. Note que os valores para v siao tomados progressivamente mais proximos ao limite
de incompressibilidade.

Para cada um dos possiveis valores de v, aproximagoes o, foram obtidas através de (7). Foram
usadas discretizagoes de 2 em n X n quadrados com n entre 4 e 64. Os espagos de aproximagao
adotados foram os espacos Q% para [ =1 e 2, como definido em (6).

Note que, das estimativas (13), o erro na aproximagao de o depende diretamente de quao bem
e(up) aproxima e(u), o que torna bastante dificil a analise da qualidade do pos-processamento
em si, uma vez que diferentes aproximagoes u;, podem gerar resultados bastante diferentes na
aproximacao de o. Para evitar essa complicagdo, tomamos u, = u, 0 que permite focar nossa
analise apenas no desempenho do pos-processamento. Para este caso, as estimativas (13) indicam
as seguintes taxas de convergéncia

lo = onlloe = OMT2) e ||div(e —o)llo.o = O(R),

de onde segue que @ = 2 nos da as melhores taxas de convergéncia possiveis, e foi portanto o
pardmetro usado. Para o parametro § tomamos ¢ = 1.

Uma vez calculadas as solugbes aproximadas o, foram medidos os erros absolutos (e.a.) e
os erros relativos (e.r.), na norma L?, cometidos nas aproximagdes do tensor de tensdes e do
seu divergente. Foram calculadas também as respectivas taxas assintoticas de convergéncia. Os
resultados obtidos encontram-se nas Tabelas 1 a 3.
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Tabela 1: Erros e taxas de convergéncia para o experimento v = 0.49
lo—anllo [ div(e = on)llo.c

n | e.a. e.r. taxa | e.a. e.r. taxa
Espaco de aproximagdo Q1(€2,S)

4 | 6.1771e+00 1.1714e-01 1.55 | 3.1714e+01 1.8772¢-01 0.56
8 | 9.8779e-01  1.8732e-02 2.64 | 1.8427e+01 1.0907e-01 0.78
16 | 1.6853e-01  3.1960e-03  2.55 | 9.3724e4-00 5.5477e-02  0.98
32 | 3.1475e-02  5.9688e-04 2.42 | 4.6945e+00 2.7787e-02 1.00
64 | 6.9051e-03  1.3095e-04 2.19 | 2.3476e+00 1.3896e-02 1.00
Espago de aproximagao Q2(€2,S)

4 | 3.6717e-01  6.9629¢-03 3.71 | 3.4261e+00 2.0280e-02 1.52
8 | 3.1217¢-02  5.9198e-04 3.56 | 9.2316e-01  5.4644e-03 1.89
16 | 3.4159e-03  6.4777e-05 3.19 | 2.3551e-01  1.3940e-03 1.97
32 | 4.1113e-04  7.7966e-06 3.05 | 5.9260e-02  3.5077e-04 1.99
64 | 5.0894e-05  9.6513e-07 3.01 | 1.4850e-02  8.7900e-05 2.00

Tabela 2: Erros e taxas de convergéncia para o experimento v = 0.4999
fo—oullo [divie —on)lon

n | e.a. e.r. taxa | e.a. e.r. taxa
Espago de aproximagao Q1(€2,S)

4 | 6.3493e+02 1.2126e-01 1.52 | 3.1296e+03 1.9020e-01 0.54
8 | 1.0749e+02 2.0528e¢-02 2.56 | 1.8281e+03 1.1110e-01 0.78
16 | 2.1779e+01  4.1592e-03  2.30 | 9.3043e+02 5.6549e-02 0.97
32 | 5.0486e+00 9.6414e-04 2.11 | 4.6609e+02 2.8328e-02 1.00
64 | 1.1777e+00 2.2491e-04 2.10 | 2.3310e+02 1.4167e-02 1.00
Espaco de aproximagao Q2(€2,S)

4 | 3.7463e+01 7.1544e-03 3.70 | 3.3897e+02 2.0601e-02 1.51
8 | 3.1313e+00 5.9799e-04 3.58 | 9.157%+01 5.5659e-03 1.89
16 | 3.4036e-01  6.5000e-05 3.20 | 2.3378e+01 1.4208e-03 1.97
32 | 4.0882e-02  7.8074e-06 3.06 | 5.8837e+00 3.5759e-04 1.99
64 | 5.0569¢-03  9.6573e-07 3.02 | 1.4745e¢+00 8.9617e-05 2.00

Tabela 3: Erros e taxas de convergéncia para o experimento v = 0.499999
lo—anllo [ div(e = on)llo.c

n | e.a. e.r. taxa | e.a. e.r. taxa
Espaco de aproximagao Q1(€2,S)

4 | 6.3512e4+04 1.2130e-01 1.52 | 3.1292e+05 1.9023e-01 0.54
8 | 1.0760e+04 2.0549e-02 2.56 | 1.8279%e+05 1.1112e-01 0.78
16 | 2.1874e+03 4.1776e-03 2.30 | 9.3037e4+04 5.6560e-02 0.97
32 | 5.1400e+02 9.8166e-04 2.09 | 4.6606e+04 2.8333e-02 1.00
64 | 1.2596e+02 2.4056e-04 2.03 | 2.3308e+04 1.4170e-02 1.00
Espago de aproximagao Q2(€2,S)

4 | 3.7471e4+03 7.1565e-03 3.70 | 3.3893e+04 2.0604e-02 1.51
8 | 3.1315e+02 5.9806e-04 3.58 | 9.1572e+03 5.5669e-03 1.89
16 | 3.4036e+01 6.5003e-05 3.20 | 2.3376e+03 1.4211e-03 1.97
32 | 4.0881e+00 7.8077e-06 3.06 | 5.8833e+02 3.5766e-04 1.99
64 | 5.0567e-01  9.6575e-07 3.02 | 1.4744e+02 8.9634e-05 2.00
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4 Conclusoes e Consideragoes Finais

Dos experimentos numéricos realizados, verificamos que as taxas de convergéncia concordam em
totalidade com a previsao tedrica apresentada na Segao 2.1 para as trés escolhas de v consideradas.
Apesar dos erros absolutos aumentarem conforme v se aproxima de 0.5 (o que é esperado ja que
a norma da solugdo exata também aumenta), os erros relativos se mantiveram na mesma ordem
de grandeza em todos os casos. Concluimos a partir disso que a estratégia de pos-processamento
estuda é viavel para problemas quase-incompressiveis, ao menos no caso em a solugao exata para
o deslocamento é usada como fonte. Inferimos entao que, uma vez que u; seja uma aproximagao
precisa para o deslocamento, a estratégia analisada nao deve apresentar problemas ao aproximar o,
mesmo no caso de problemas quase-incompressiveis. Como trabalho futuro pretendemos combinar
o pos-processamento apresentado aqui com métodos particulares para a aproximagcao de uy, além
de fazer comparagoes da estratégia proposta com outras alternativas da literatura.
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