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Resumo.Seja 8 = (V, A) um grafo orientado e G o grafo subjacente de 8 Uma k-coloragdo
orientada de G' é uma particdo de V em k partes de maneira que nao existem dois vértices adjacentes
pertencendo a mesma parte e todos os arcos entre um par de partes tem a mesma orientacdo. O
namero cromdtico orientado xo(G) de 8 é o menor k, tal que G admite uma k-coloragao orientada.
O namero cromatico orientado de G, denotado por xo(G), é o maior xo(a) para todas orientacGes

de G. Neste trabalho mostramos que decidir se xo(G) < k é um problema N P-completo mesmo

quando é um subgrafo de uma grade.

Palavras-chave. Grafo Orientado, Ntimero Cromético Orientado, Grafos Grade.

1 Introducao

Dados M e N dois inteiros positivos, uma grade G« n tem o conjunto de vértices V(Garxn) =
{(4,7) : i € {1,2,...,M},j € {1,2,...,N}} e o conjunto de arestas E(Gypxn) = {(4,5)(k,1) :
li—kl+ 17 =1 =1,0,74), (k1) € V(Guxn)}. Sabemos que dado um grafo G, reconhecer se G
¢ um subgrafo de uma grade é um problema NP-completo mesmo se G ¢ uma arvore [1]. Dessa
forma, quando dissermos que um grafo G = (V, E) é um subgrafo de uma grade tanto os vértices
de V, quanto as arestas de E estarao codificados de acordo com a defini¢ao da grade da qual G
é subgrafo. Apesar do reconhecimento de subgrafos de grades ser dificil, dado um grafo planar
G = (V,E) com n = |V|, existe um algoritmo polinomial [4] que encontra uma subdivisdo de G
como subgrafo de uma grade G« n tal que max{M, N} < n3.

Uma k-coloragdo orientada ¢ definida pela fungdo ¢z: V(a) — {1,2,...,k}, tal que se zy
€ A(a), entao (;Sa(x) #* gba(y) e se xy, zt € A(a) e qi)a(y) = ¢8(Z) entao gba(a:) #* d)g(t). (0]

nimero cromdtico orientado, denotado por x,(G), é o menor k tal que G admite uma k-coloragao
orientada. Nesse artigo o problema a ser considerado é

Problema 1.1. OCN,
Entrada: Um grafo orientado 8 e um inteiro positivo k.
Pergunta: x,(G) <k?

Sabemos que OCN}, é polinomial [5] para k < 3. Em [CFGK:2016] foi provado que OCNy, é
NP-completo para k > 4, mesmo quando o grafo subjacente G é bipartido, planar e cibico. O nu-
mero cromatico orientado de subgrafos de grades foi estudado por Fertin, Raspaud e Roychowdhury
[3], onde varios limites e alguns valores exatos foram estabelecidos. Porém, nada é conhecido sobre
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a complexidade de tempo de OC Ny, na classe dos subgrafos de grades. Nesse artigo, provamos que
OC Ny, é NP-completo mesmo para subgrafos de grade com k& > 4. Para isso, vamos usar o seguinte
problema NP-completo.

Problema 1.2. PLANAR 3-SAT COM NO MAXIMO 3 OCORRENCIAS POR VARIAVEL (P3-SATj3)
Entrada: Um conjunto, I = (U,C), onde U é um conjunto de varidveis booleanas e C' uma colegao
de cldusulas sobre U, |U| =n e |C| = m, tal que: (i) cada cldusula ¢ € C satisfaz |c| = 3 ou |c| = 2;
(ii) cada varidvel tem 8 ou 2 ocorréncias e cada literal negativo ocorre uma unica vez em C; (iii)
O grafo bipartido W = (V, A) € planar, onde V.=U UC e A contém o par (u,c) se e somente se
u ou U pertence a clausula c.

Pergunta: Existe uma atribuicdo de verdade para U satisfazendo cada cldusula c.

2 Complexidade de OC'N;, em grafos grade

Seja 8 (V, A) um grafo orientado e ¢ uma coloragao orientada de 8 Denotamos os vértices
de G por letras minisculas e as cores da coloragao orientada ¢ por letras maiasculas. Quando exis-
tir a possibilidade de colorir um vértice com mais de uma cor, apresentamos essas cores separadas
por uma barra “|” para representar a lista de cores permitidas para o vértice.

A técnica de construcao de componentes sera utilizada [2]. Assim, a partir da instancia I =
(U,C) de P3-SATj3, construimos para cada variavel u; de U uma componente Truth Setting
e para cada clausula c¢; de C' uma componente Satisfaction Testing S’ e para a ligacao desses
componentes utilizamos uma outra componente Connection Gadget P; ;.

O Truth Setting ? é construido de algumas copias do grafo orientado que denominamos por

i€ {1,2,3,...,n}, d € {1,2,3}, descrita pelo_)conjunto de vértices

V(Jd) = {kz ,nz,ol ,pfl, qfl,rf, fl,tf,u vd xd} e pelo conjunto de arestas A(Jd) = {n ql , DS kf,quf

i Vi
d

égua—vwa modificada J¢,

L qdrd rdod odpd, rdsd, sdtd tdud, udvd, vixd}. Veja Figura 1 (a). A seguir demonstramos uma pro-
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priedade do grafo agua-viva modlﬁcada.
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Figura 1: (a) Agua-vida modificada J¢ , (b) grafo de cor H para J¢ e (¢) uma possivel 4-coloragio

—~

2o

do grafo J¢.

.

H
Lema 2.1. Se G — (V,A) contém J& como subgrafo, XO(E?) < 4 ¢ as cores A,T,B,F (nao
necessariamente distintas) sao respectivamente atribuidas aos vértices of,pf,qf,rg, entao:

1. X(,(ﬁ) > 4 e as cores atribuidas aos vértices of,pd, ¢, rd devem ser distintas.
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2. O grafo de cor de 8 € o torneio ﬁ com 4 vértices com a sequinte relagdo entre as seis cores
A(H) = {AB, AT, BT, BF,TF, FA} (Figura 1 (b)).

Demonstragao. Siga a Figura 1. Para provar (1) observe que para todo par de vértices em

od,pd, qd,rd existe um caminho de tamanho 1 ou 2 ligando os vértices no par, assim cada par

de vértices tem que ter cor diferentes e dessa forma XO(@) > 4. Para provar (2) pedimos que o

leitor siga a Figura 1 (b) e (c). Note que pela hipdtese x,(G) < 4, assim o vértice n¢ precisa
ter a cor A. Como ¢p?,0dpd, pikd € A(G), o vértice k¢ tem cor F. As cores definidas até o
momento nas arestas nlq?, oipd, ¢lpd, ¢érd, pikd e rdof, definem o grafo de cor com 4 vértices
que, respectivamente, tem as seguinte arestas: AB, AT, BT, BF,TF, FA como vemos na Figura 1

() e (¢). O

%
Corolario 2.1. Se 8 = (V, A) contém J& como um subgrafo, XO(@) <4 e as cores A,T,B, F
sdo respectivamente atribuidas aos vértices Of, p?,qf,rf, entdo as cores permitidas para os vérti-

ces k&, nd, 0, pd, qd, rd, ¢ td ud,vd, 2l de J sdo respectivamente F, A, A, B, F, A, B|T,T|F, F|A,

2 (A A A A

A|B|T. Além disso, a tinica colora¢ao permitida para um subgrafo de 8 com vértices o,p, q,r onde
qr,ro,op, qp € A(G) é, respectivamente, A, T, B, F.

Demonstracao. Para provar a primeira parte é suficiente considerar as cores até entao atribuidas
pelo Lema 2.1 seguindo o grafo de cor da Figura 1 (b) para obter as cores apresentadas na Figura 1
(¢). Para a segunda parte, primeiro considere que como vimos no Lema 2.1(1) as cores de o,p, q,r
sdo distintas. Observe que no ciclo o, p, g, r os vértices p e g, respectivamente, tem grau de entrada
2 e grau de saida 2. No grafo de cor os vértices T e F' tem grau de entrada 2 e os vértices A e B
tem grau de saida 2. Portanto, ao vértice ¢ é atribuida a cor A ou B. Suponha que atribuimos a
cor A ao vértice ¢q. Pelo grafo de cor é atribuido a cor T' ao vértice p, observe agora que existe um
caminho de comprimento 3 partindo do vértice ¢ com a cor A até o vértice p com a cor T. FEsse
caminho nao existe no grafo de cor, uma contradigao. Portanto é atribuida a cor B ao vértice q.
Suponha que é atribuida a cor F' ao vértice p. Assim existe um caminho de comprimento 3 do
vértice ¢ com a cor B para o vértice p com a cor F'. Esse caminho néao existe no grafo de cor, uma
contradigao, e temos que a cor T' é atribuida ao vértice p. O vértice r nao pode assumir a cor A e
assim temos que aos vértices o, p, ¢, r sao atribuidas as cores A, T, B, F'. O

A componente Truth Setting ?, ¢ definida por (Figura 3): V(ﬁ) = V(J?) U V(J?) u V(@)
{ai, b}, cl,dl,el, flyl v, 233\ UZZQ{n‘ij,kf}, para ¢ > 2, definimos V(ﬁ) = V(ﬁ) UV (J?)
V(I3 U{al bl el dlel, fLul ot 2 Uy (e k28Y, A(T)) = A(TD) U A2 U A(ﬁ)\{v?x;;

R I ]
1

)

}. A construgio de
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79
concluida renomeando o vértice u? como u?.

_>
Para cada clausula ¢; € C, temos uma componente Satisfaction Testing S; (Figura 2) que

= —
‘ - . ok _ 2.1 3.2 4.3 A5 5.6 6.7 7.8
é definida por: V(Sj) = {cf : k := 1,2,...,18}, e A(S;) = {cjcj,clc},cjci, cjcs, cic}, cicl, cics,

8.9 9.0 ,10.11 .11,.17 15,16 .18.15 .16.17 .18,.17 .14.13 .13.12 12 4 ; B
cjcj cjei el et e’ et e ,c%cj seioei eite® eiie® it A seguir provamos al
gumas propriedades estruturais de i e S;.

Lema 2.2. Se 8 contém ?1 e i como subgrafo, i > 2, Xo(a) <4 e as cores A, T, B, F sao res-

pectivamente atribuidas aos vértices o}, pi,qi,ri, entdo para cadai € {1,2,...,n} as cores T, F, F

2,3 .1

sao, respectivamente, atribuidas aos vértices uz,uy,u;, ou as cores F,T,T, sao, respectivamente

1

e

e %

atribuidas aos vértices u?,ui e u
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Figura 2: (a) Componente Satisfaction Testing S; para clausula c¢; com 3 literais, (b) Componente

Satisfaction Testing S; para clausula c; com 2 literais.

Demonstra¢ao. Primeiro note que J—fl é um subgrafo de ?1 . Consequentemente, pelo Corolario 2.1
sabemos que as cores A, T, B, F' sao atribuidas aos vértices ofi, pfi, qfi, rﬁl

Como résd, sdtd e tdud € A(a) temos que a cor A é atr1bu1da para o vértice s¢, e a cor B
ou T ¢ atribuida para o vértice t¢, portanto para o vértice ud ¢ atribuida a cor T ou F Agora,
consideramos dois casos de acordo com a cor 1" ou a cor F' ser atrlbulda para o vértice u}. Usamos
recorrentemente o Lema 2.1.

1. Suponha que a cor T é atribuida ao vértice u}, acompanhe a Figura 3(b). Assim a cor F

¢ atribuida ao vértice v} e a cor A é atribuida ao vértice x}. Consequentemente, uma das
cores B|T ¢ atribuida ao vértice y}, uma das cores T|F ¢ atribuida ao vértice z}, e uma
das cores F|A & atribuida ao vértice y7. Pela Lema 2.1, sabemos que o vértice x? recebe
uma cor em A|B|T. Se por absurdo a cor A ¢ atribuida ao vértice y?, entao nao existe cor
para ser atribuida ao vértice 2. Assim, a cor F é atribuida ao vértice y?. Entdo, a cor T é

atribuida ao vértice z} e a cor B ao vértice y}. Como a cor F é atribuida ao vértice y?, a cor

A ¢ atribuida ao vértice z3. Como fia? € A(G), a cor F & atribuida ao vértice f?. Como
somente as cores T' ou F podem ser atribuidas ao vértice u$, entdao ao vértice v3 é atribuida
a cor F. Como ujv; € A(a) entao a cor 1" tem que ser atribuida ao vértice u3. Como a cor
F & atribuida ao vertlce y2, umas das cores B|T ¢ atribuida a z7. Segue que uma das cores
A|B ¢ atribuida a v?. Por absurdo, se a cor B ¢ atribuida a v?, entao a cor A ¢ atribuida a

uf, uma contradi¢do. Portanto, a cor A é atribuida a vf, e a cor F ¢ atribuida a u?.

2. Suponha que a cor F ¢ atribuida ao vértice u}, por favor acompanhe a Figura 3(a). Similar-
mente ao primeiro caso, provamos que a cor F' ¢ atribuida ao vértice v? e a cor T & atribuida
ao vértice u?. O
A seguir descrevemos o Lema 2.3 de [CFGK:2016] referente as possiveis atribuigdes de cores
para a componente Satisfaction Testing.
Lema 2.3 ([CFGK:2016]). Se ¢; = (Ai;, Aiy, Aig)le; = (N, Aiy)] € C, entdo existe uma 4-
coloragao orientada ¢ para G, usando o grafo de cor descrito no Lema 2.1(2), se e somente
(as(Adl) B(N2), 6(AE)) # (F,F, F)[(6(AL), 6(AL) # (F, F)], onde A1, 32, X% sdo os vértices

de TZI,TZZ,T adjacente aos vértices de Sj.

Para cada caminho entre uma variavel ?Z e clausula S;, temos uma componente Connection

— —
Gadget P; ; (Figura 4) que é definida por: V(P ;) = {aﬁj cki=1,2,...,2¢+ 1} U {b”, AR
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Figura 3: As duas atribuigoes de cores possiveis para u2,u$,u}. Em (a) a atribuigao (u?,u3,ui) =
(T, F, F) e em (b) a atribuicdo (u2,u?,ul) = (F,T,T).
ki=1,2,...,2q+ 2} e A(Pij) = {af jal T af T2al T o jak o b 0T bF Sak o alt dl
= L4549 € CLZJCL)J aai,j ai,j ’ i,j ’LJ’ 1,57 1,] 1,77
o 2q+1 2q+1 2q+1;2q+2 ;2q+1 ;2q+1 ;2q+2 2q+2 2q+2 2q+1
k= 1,3,5,...,2¢ — 1} U{b; 5 a0 5 05, by T b S T ) A seguir

provamos uma propriedade estrutural da componente Connection Gadget.

— =
Lema 2.4. Seja 8 um grafo que contém P; j e Ji como subgrafo e Xo(a) < 4. Entdo a cor a €

atribuida ao vértice a}

PR st 2q+1
i.j» se e somente se a cor « € atribuida ao vértice ai%"' com o € {T, F}.
;

Demonstragao. Pelo Corolario 2.1 sabemos que para cada um dos subgrafos induzidos pelos vértices
{b”,ka df]7(i]-“+-1 :k:=1,3,5,...,2¢ — 1} e pelos vértices {b2q+1 bg’q-'|r2 d%‘”l d?72} as cores
B, T, A, F sao, respectivamente, atribuidas aos vértices {b”, bkJrl df],dfjl tk:=1,3,5,...,
1} e também aos vértices {b2q+1 quJr2 d2q+1 d2q+2}. Agora, Con51deramos dois casos de acordo

com a cor o valor de a.

2q —

1. Suponha que a = F, por favor acompanhe na Figura 4(a). Primeiro suponha que F é

atribuido para o vértice a; ;. Assim, af; tem a cor A e as cores F e A s@o atribuidas,
k k+1 .

respectivamente, a a; ; e a;; com k= 3 ,5,7,...,2q e por fim a ! tem a cor F. Agora

suponha que F' é atribuido ao vértice a J Assim, aig- tem a cor A e as cores F' e A sao

k k—

atribuidas, respectivamente, a a;; e a; ; Yeom k:=2¢—1,2¢g—3,2¢—5,...,

tem a cor F.

1
2 e por fim a; ;

2. Suponha que a = T, por favor acompanhe na Figura 4(b). Similarmente ao primeiro caso,
provamos que a cor T’ ¢ atribuida ao vértice a} j» se e somente se a cor T' é atribuida ao

1
2g+ ) 0

vértice a; i

Considere D(W) o desenho do grafo bipartido planar W = ((U U C), A) da instancia de P3-
SAT5. Através do algoritmo polinomial [4] obtemos uma imersdo F' de D(W) na grade M x N
(Figura 5 (a) e (b)).

Para garantir que nossa componente Connection Gadget P;; funcione, multiplicamos cada
segmento de F por 2 (Figura 5 (¢)), e obtemos o grafo F " que esta representado na grade (2M —
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2931 (1) 29 (a) af ;(A) af ;(F) o (A) al () a? BT 0% () ol ;) of (1) af j(F) af ;(T)

(b)
Figura 4: As duas atribuigbes de cores possiveis para a componente Connection Gadget .Em (a) a
atribuigdo (al ;) = (F) e em (b) a atribuicdo (a} ;) = (T).

%] %]

1) x (2N —1). Nesse ponto adicionamos os vértices verdes necessarios para que F' seja subgrafo de
uma grade (2M —1) x (2N — 1) (Figura 5 (d)), para obter o grafo F' . Construimos agora o grafo

. . L . 7
que sera subgrafo da grade 7(2M — 1) x 7(2N — 1), substituindo cada vértice u; e ¢; em F
. . " .
por suas respectivas componentes, ﬁ e S; de acordo com a geometria da grade F' realizando as
~ ~ L, . . L . " . L . .
reflexOes e rotagdes necessarias. Para os demais vértices de F' substituimos da seguinte maneira:

e Escolha um caminho entre uma variavel u; e uma clausula c;. Substituimos esse caminho
comegando do vértice mais préximo a u; por uma componente Connection Gadget P;; de
tamanho k = 7d(u,, ;) — 1, onde d(u;, ¢;j) é a distancia (nimero de arestas) de u; até ¢; em

1" 1"
F, lembre que d(u;,c;) é par em F' .

o A tnica parte da construcdo que depende de quais literais ocorrem em cada clausula é se ¢; =
) ) 5 11,2q+1 115 2¢+1 14 di 1 da 1 L ) ) .
(Ais Aiy) € C entdo {cjla; /7", cie” a7 e vitay, 5, vi2ag, i}, se ¢j = (Niy, Aiy, Aig) € C

VT3  Tiesg g0 11,57 i2,]
= 11.,29+1 1 _2¢+1 _2¢q+1 14 ,d1 1 da 1 ds 1 dy dy ,.dy di,dy
entao {¢ 154,75, ¢4, 5 iy Cj _Uf‘l @y s Vig Wiy > Vi Big,g> OBde Al € {ugl ui'} e AGl vy
dy dq dq A do do do do  dso do do
€ A(a) tal que {ug',ui',vi'} € Tiy, A7 € {ug),ui b e N2vg? € A(a) tal que {ug’,u;’,

— —
vfl;} €T, /\?33 € {ufl;,uf;} e )\f;vig € A(a) tal que {uf;,uf;,vf;} € T;,. Sabendo também

1 2q+1
que a; j,a;; € V(P;;).

Por fim demonstramos que OC Ny, é N P-completo para grafos que sao subgrafos de grades.
Teorema 2.1. OCN, é N P-completo mesmo para subgrafos de grades.

Demonstragao. OCNy estda em NP, pois podemos checar em tempo polinomial no tamanho da
entrada, se cada classe de cor é independente e se entre cada par de classes as arestas tém a mesma
direcdo. Seja I = (U, C) uma instancia de P3-SAT5 e = (V, A) obtido como descrito. Provamos
que I = (U, C) é satisfativel se e somente se 8 tem uma 4-coloracao orientada.

Suponha que existe uma atribui¢do de verdade n para U satisfazendo cada clausula de C.

Produzimos uma 4-coloragao orientada para definindo uma orientacdo de 7; onde as cores
T, T, F sao, respectivamente, atribuidas aos vértices u;,u3, u? se e somente se u; = T em 7, para

cada cldusula satisfeita definimos uma orientagao adequada de S; e P; ; de acordo com os Lemas

2.3 e 2.4. Suponha que existe uma 4-coloragdo orientada para 8 Definimos uma atribuicao de
verdade n para U satisfazendo cada clausula de C', onde u; é definido como verdadeiro se e somente
se as cores T, T, F sdo, respectivamente, atribuidas para os vértices u},u3, u?. Para verificar que
esta é uma atribuicao de verdade é suficiente observar que a atribuigao da tripla F, F, F' para os
vértices literais de uma mesma clausula gera o conflito definido no Lema 2.3. O
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Figura 5: (a) Grafo bipartido de ocorréncia planar W = (U U C, {uv | u ocorre em c}) com grau

méaximo 3 relativo a instancia satisfativel I = (U,C) = ({u1,u2,us}, {(u1 V u3), (u1 V u2), (U1 vV

ug V Ug)}) de P3-SAT5. (b) A representagao de W na grade [4]. (¢) Multiplicamos cada segmento
por 2. (d) Adicionamos os vértices necessarios para o grafo se tornar subgrafo de uma grade. A
construgao de 8 é concluida pela substituicao de vértices azuis, vértices vermelhos e caminhos
maximais de vértices verdes, respectivamente por componentes ﬁ, §]> e }?; .
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