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Resumo: Neste trabalho estendemos a propriedade do divergente para os campos vetoriais nao
diferencidveis definidos em duas zonas.

Palavras-chave: campos vetoriais nao diferencidveis, estabilidade, orbita periddica

Os modelos usados em muito problemas relacionados com engenharia, biologia, Teoria do
Controle, design de circuitos elétricos, sistemas mecanicos, ciéncias econdémicas e medicina,
geralmente envolvem campos vetoriais nao diferenciaveis. Uma ferramenta importante e simples
para a descricao destes modelos é o estudo de campos vetoriais lineares definidos por partes. Em
[1, 7] tem-se uma boa colecao de modelos e aplicacoes reais envolvendo esta classe de campos
vetoriais. Tipicamente, esta classe de sistemas é obtida usando dois ou mais campos vetoriais
lineares que sao definidos em diferentes regioes separadas por conjuntos de descontinuidade. Em
particular, um circuito tendo uma chave ideal pode ser modelado com um sistema linear planar
por partes, veja secao 1.1.7 de [1].

Interessante observar que os sistemas diferenciais planares lineares sao completamente estu-
dados usando somente algebra linear e eles nao apresentam o6rbitas periddicas isoladas, chamados
ciclos limite. Entretanto, ao estudarmos estes sistemas definidos em duas zonas, encontramos
hoje na literatura exemplos com 4 ciclos limite, ou seja, os problemas envolvendo estes campos
vetoriais ensejam um tratamento diferenciado e novo.

A classificagao dos diferentes retratos de fase de campos vetoriais nao diferenciaveis ou a de-
terminagao do niimero maximo de ciclos limite sao problemas abertos, mesmo quando o nimero
de regides é pequeno, dois em nosso caso. A existéncia de pontos singulares reais e/ou virtuais,
conexao de separatrizes, orbitas periddicas isoladas, sao problemas novos neste contexto, e mais,
tém-se uma maior riqueza de retratos de fase mesmo para a classe de campos vetoriais lineares
por partes em relacdo ao campos vetoriais lineares definidos em uma regiao.

Uma importante ferramenta estudar a existéncia ou estabilidade de uma orbita periddica
de campo vetorial diferencidvel, é o calculo da integral do divergente de um campo vetorial ao
longo de uma 6rbita periddica, veja [8]. Para campos vetoriais nao diferencidveis em duas zonas,
esta propriedade nao pode ser usada quando a dérbita periddica intersecta a linha de desconti-
nuidade e desta forma para estudarmos a estabilidade destas érbitas para campos vetoriais nao
diferenciaveis, precisamos estender este resultado.

Definamos de forma mais precisa um campo vetorial nao diferencidvel em duas zonas. Para
isto, considere h : R2—R uma funcio e denotemos por ¥ = h=1(0) e por * = {£h(z,y) > 0}, as
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regioes distinguidas por esta curva no plano. Com esta notagao, consideramos o campo vetorial
nao diferencidvel em duas zonas Z = (X,Y") definido por

~ ) X(9), h(g) >0,
Z(q)_{Y(Q)a h(q) <0,

onde X, Y sado campos vetoriais diferenciaveis planares. O campo vetorial Z estd definido em X
seguindo a convengao de Filippov apresentada em [9]. Geometricamente, os pontos em X onde
os ambos campos vetoriais X and Y simultaneamente apontam para dentro ou para fora de X
definem a regiao de deslize ou escape, e o complemento em ¥ define a regiao de costura (veja
Figura 1). De fato, a fronteira destas regioes é defina pelos pontos de tangéncia das érbitas de
X eY com X.
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Pontos de costura Pontos de escape Pontos de deslize

Figura 1: Pontos de costura, escape e deslize.

Mais especificamente, os pontos de costura de Z = (X,Y) em ¥ = h=1(0) satisfazem Xh(p)-
Yh(p) > 0, onde Xh denota a derivada da func¢ao h na diregao de X i.e. Xh( ) = (Vh(p), X(p)).
O ponto p em ¥ é um ponto de tangéncia de X (resp. Y) se Xh(p) = 0 (resp. Yh(p) =0) e
dizemos que p € ¥ é um X—ponto singular de Z se p € ¥ é um ponto de tangéncia ou ponto
singular (X (p) =0 ou Y (p) =0) de X ou Y. Dizemos que o ponto p € ¥ é uma dobra invisivel
(resp. wvisivel) de X se p é um ponto de tangéncia de X e X2h(p) < 0 (resp. Y?2h(p) > 0). A
ordem do contato entre as 6rbitas de X e a curva X nos da a caracteristica da tangéncia.

1 Existéncia, nao existéncia e estabilidade de ciclos limite

Nesta secao, obtemos resultados sobre sistemas diferenciais em duas zonas Z = (X*,X7), onde
¢ é uma funcao do plano e 0 é um valor regular com ¥ = #»~1(0) e os campos vetoriais X T e
X~ estiio definidos em ¥t = ¢1(0) > 0 e £~ = ¢~1(0) < 0, respectivamente.

Seja y(t,p) = (¢(t),1(t)) uma solucdo do campo vetorial planar X (z,y) = (f(z,y), g(z,y))
tal que v(0,p) = p e X = (a(s),5(s)),s € I C R seja uma curva regular dada por ¢~*(0),
onde ¢ é uma fungao do plano e 0 é um valor regular de 3. Sejam ainda ¥o,%; C % secoes
transversais a vy em p = v(0) € 3¢ e ¢ = (1) € 1, respectivamente, onde 7 é o menor valor tal
que y(t,0) N2y, t > 0. (veja Figura 1)

Em acordo com o estudo da estabilidade de uma 6rbita periédica descrito em [2], nés temos
o seguinte resultado.

Proposition 1.1. Seja I a aplicagio de Poincaré entre as se¢ées Xo e 1 da orbita 7(t p) =
(o(t), (1)), t € [0,7] de X(z,y) = (f(x,v),9(x,y)). Entio a derivada de Il em p € Yo Ny é
dada por

(p) = ;go o ( [ divm(s))ds) ,

onde (1, 0) :' 7)) '

a/(0) p'(0)

A seguir, estendemos este resultado para campos vetoriais nao diferenciaveis em duas zonas,
Z=(X*t X").
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Figura 2: Aplicacao de Poincaré.

Theorem 1.2. Considere Z = (X*,X7) = ((f*,g%),(f~,97)) um E-campo vetorial em duas

zonas em R? e v = yT U~~ uma B-drbita periddica por p* € ¥. Entdo a derivada da aplicacdo
de Poincaré vinculada a v em p € o € dada por

1y = X0 X0a) s
0) = =gy wotg) | 2

onde div Z = div XT on NF.

Demonstragdo. Sejam Yo, C X secOes tranversais a v em p e ¢, respectivamente. Sejam
ainda IIT as aplicacdes de Poincaré associadas a yF, respectively. Definimos a aplicacio de
Poincaré associada a 7 pela composigao IT = I~ (IT"). Note que a derivada de IT em p é obtida
multiplicando as derivadas de IIT e II™ em p.

Considere uma parametrizacao de 3 dada por a(s), 8(s), s € I C R. Temos que ¢(a(s), B(s)) =
Oe

(0'(5), B'(s)) = A=y, ¢a)

para uma constante dada A a qual depende da parametrizacao. Assim, da Proposicao 1.1,

sabemos que

fi(pii) gi(pi)

(H:I:)/(p:t) — (by(p ) (bx(p )
7))

—qby(p:F) ¢z (pT)

Observamos que denotamos por p* e p~ ao invés de p and ¢ para que tenhamos uma expressao
unificada das derivadas. Note ainda que a constante A desaparece porque ela é fator comum no
numerador e também no denominador da fracdo acima.

Finalizamos a prova, mostrando que

exp / div(X ™).
ot

) gt | _ B
‘ ~6y(p)  ¢u(p) ‘_< X7, Vé(p) >= X"¢(p).

Equivalentemente para X ~¢(p) e XTé(q). O

Por uma mudanca de coordenadas, podemos considerar localmente que a linha de desconti-
nuidade Y seja uma reta. Desta forma, geralmente considera-se entdo ¥ = {(z,y) € R?|y = 0}.
Assim, temos como consequéncia deste teorema, que podemos escrever a derivada da aplicacao
de Poincaré de uma orbita periédica em uma forma mais simples dada no seguinte Corolario.
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Corollary 1.3. Considere Z = (XT,X7) um S-campo vetorial nao diferencidvel em duas zonas
como no Teorema 1.2

(i) Se ¢(x,y) =y entdo

(i) Se Z € continua na seqgunda coordenada entdo

I'(p) = exp/din.

2

Considerando o campo vetorial Z = (X,Y’) definido em duas zonas, onde X and Y sao
campos vetoriais lineares, entdao como nao temos ciclos limite em ¥ ou X7, temos que os ciclos
limite de Z devem intersectar Y, ou seja, os ciclos limite devem envolver o X—ponto singular.
Temos o seguinte resultado.

Proposition 1.4. Todo ciclo limite de um campo vetorial linear por partes em duas zonas tem
um X—ponto singular em seu interior.

O Corolario 1.3.(ii) prové as condigbes para determinar a estabilidade de um ciclo limite.
Em particular, a segunda parte estabelece que o Critério de Dulac (veja em [8]), para a nao
existéncia de solugoes periddicas é também valida.
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