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Resumo. Vamos considerar uma versao multicolorida de um problema originalmente proposto por
Erdds e Rothschild. Para inteiros positivos n e r, procuramos por grafos de n vértices que admitem
o nimero méaximo de r-coloragoes, sem conter tridngulos em que o padrao de coloragao seja de duas
arestas com a mesma cor, e a outra aresta com cor diferente. Hoppen e Lefmann [4] conjecturaram
que a seguinte propriedade é valida para todo 2 < r < 26, e provaram-na para 2 < r < 12. Para
n suficientemente grande, o grafo bipartido completo balanceado com n vértices produz o maior
nimero de tais coloragdes. Nesse artigo, demonstramos essa conjectura.
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1 Introducao

Um dos trabalhos pioneiros em Teoria Extremal de Grafos é o de encontrar um grafo G, com n
vértices, que possua o maior nimero de arestas e seja livre de F', ou F-livre, ou seja, nao contenha
uma copia de um dado grafo F' como subgrafo. Denotamos por ex(n, F') o nimero maximo de
arestas em um grafo F-livre com n vértices, e os grafos F-livres com ex(n, F) arestas sdo ditos
F-extremais. Um dos primeiros resultados em teoria extremal é devido a Mantel, que afirma que,
para todo inteiro positivo n, o grafo K3z-extremal é um grafo bipartido completo balanceado. Turan
generalizou o Teorema de Mantel, mostrando que o grafo extremal para Kj,1 é um grafo k-partido
completo balanceado com n vértices. Grafos extremais que evitam cépias Kyi1, com n vértices,
sao chamados de grafos de Turan e denotados por Ty (n).

Motivados pelo problema de Turan, Erd6s e Rothschild perguntaram se o grafo extremal seria
alterado se acrescentéssemos cores ao problema, isto é, se considerdssemos r-coloracoes de um grafo
G que evitassem copias monocrométicas de um dado grafo F. Uma r-coloragao de um grafo G
¢ uma fungao f : E(G) — [r] que associa uma cor em [r] = {1,...,r} a cada aresta de G. Um
subgrafo K}, cujas arestas tém todas a mesma cor é chamado de copia monocromatica de Ky 1
e denotado por K I%rl Ainda, considerando um determinado ntmero de cores r e um grafo F|,
definimos um r-padrao P de F' como uma particao do seu conjunto de arestas em no maximo r
classes.

Dizemos que uma coloragdo de arestas de um grafo G é (F, P)-livre se ndo contém copias de
F coloridas de acordo com o padrdao P. Seja C, (g p)(G) o conjunto de todas as r-colorages
(F, P)-livres de um grafo G, e ¢, (g p)(n) = max{|C, r,p)(G)| : [V(G)| = n}. Entre todos os
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grafos com n vértices, os grafos que maximizam o niumero de r-coloragoes (F, P)-livres sao ditos
(r, F, P)-extremais.

Erdés e Rothschild conjecturaram que o maior numero de 2-coloragdes sem conter K %_1 era
obtido com o grafo de Turan Tj(n). Anos depois, Yuster [9] avangou nessa questdo, provando a
conjectura para k = 2 e n > 6. Alon, Balogh, Keevash e Sudakov [5] mostraram, para r € {2,3} e
qualquer k > 2, que o grafo (r, K ,i‘il)—extremal é obtido com o grafo de Turan Tk (n) para todo n
suficientemente grande.

Um trabalho que se interliga com [5] é o de Pikhurko e Yilma [8], que determinaram os grafos
(r, K} ,)-extremais para r = 4 e k € {2,3}. Eles ainda mostraram que Ty(n) é o grafo (4, K§7)-
extremal e Ty(n) ¢ o grafo (4, K})-extremal. Note que ambos sdo grafos multipartidos completos
balanceados, mas ndo evitam a formacao de K3 e Ky, respectivamente. Recentemente, Botler et
al [6] mostraram que Tg(n) é o grafo (6, K2!)-extremal e provaram um resultado de estabilidade
para os grafos (5, K31)-extremais.

O problema de determinar ¢, (g py(n) foi estudado para diversos grafos e parametros, veja [1]
e suas referéncias. Nesse artigo, discutiremos resultados para padroes em tridngulos. Para o
problema de grafos ks-extremais, existem trés padroes possiveis: o padrao monocromatico Py, o
padrao de arco-iris Pg, isto é, o padrao em que todas as arestas tém cores distintas e, o padrao
2-colorido Ps, que é o padrao de coloragao do tridngulo com duas arestas de uma mesma cor, € a
outra aresta com cor diferente.

Considerando os grafos (K3, Pg)-livres, também temos resultados para n suficientemente grande.
Balogh e Li [1] mostraram que K, é o grafo (3, (K3, Pr))-extremal e que T»(n) é o grafo (4, (K3, Pr))-
extremal. Ja para r > 5, Lefmann, Hoppen e Odermann [3], mostraram que o grafo Tx(n) é o
(r, (K3, Pr))-extremal.

Para o Padrao P2, Hoppen e Lefmann [4] provaram o seguinte resultado

Teorema 1.1. Se 2 < r < 12, entao existe ng tal que, para todo n > ng e todo grafo G com n
vértices, temos
|Cr (16, Py (G)] < 7O ES), (1)

Os autores ainda conjecturaram em [4] que o Teorema 1.1 poderia ser estendido para 2 < r < 26.

Bastos et al [7] mostraram um resultado mais geral, para familias de padrdes, dentro das quais
se encontra Py. Eles encontraram ro(k) definido para todo k > 3 tal que, para todo 2 < r < rg(k),
o grafo de Turan Tk (n) é o unico grafo G, com n vértices, que maximiza o ntimero de r-coloragao
de arestas, tais que qualquer copia de Kj em G s6 pode ter o padréo arco-iris. No caso em que
k = 3, o padrao P, esta incluso nesse resultado e 7¢(3) também é 12, como em [4].

Por outro lado, para r = 27, ja se tem um exemplo em que T5(n) ndo é o grafo (27, (K3, P»))-
extremal, para n arbitrariamente grande. Considere coloragoes de Ty(n) com conjunto de vértices
particionado V; U V5 U V3 U V), da seguinte forma. Seja C7 U Cy U C'5 uma partigdo do conjunto
de cores tal que arestas entre V7 e V5, e entre V3 e V4 sdo coloridas com cores de Cy; arestas
entre V7 e V3, e entre V5 e Vi coloridas com cores de Cy; arestas entre Vi e Vy, e entre Vo e V3
coloridas com cores de C3. Onde Cp,C5 e Cs representam uma partigao disjunta do conjunto
de cores tais que |C1| = |C2| = |Cs5] = 9. Por construgdo, todos os triangulos em Ty(n) tém
padrao arco iris e isso produz coloragoes em Cor, (k,, p,)(T4(n)). Supondo que n é divisivel por 4,

o namero de coloragoes produzidas por essa forma de colorir Ty(n) é 96'%2 = 27% = 97ex(n.K3),
Como ainda é possivel colorir Ty(n) de outras formas, evitando (K3, P2), podemos concluir que
Cat,(Ks,Py) (1) > 27°x(n.K3)) " fazendo com que, para r = 27, o grafo de Turan T5(n) nio seja mais
(K3, Py)-extremal.

Nosso objetivo é provar uma conjectura de Hoppen e Lefmann [4]. O nosso resultado também
implica que r(3) = 26 seria o melhor valor possivel em [7]. Formalmente, o enunciado do nosso
resultado é o seguinte.
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Teorema 1.2. Se 2 < r < 26, entdo existe ng tal que, para todo n > ng e todo grafo G com n
vértices, temos

|Cr sy, p2) (G)] < 7 (D), (2)

Para provar o Teorema 1.2, é suficiente provar o seguinte resultado de estabilidade, que basi-
camente nos diz que um grafo que possui nimero de coloragoes (F, P)-livres que esteja proximo
de ¢, (r,p)(n) deve possuir estrutura similar a do grafo extremal para (F, P). Mais detalhes sobre
como derivar um resultado exato como o Teorema 1.2 a partir de um resultado aproximado como
o Lema 1.1 podem ser consultados em [7]. Para um grafo G = (V,E) e um conjunto W C V,
escrevemos e (W) para denotar o nimero de arestas de G com ambas as extremidades em .

Lema 1.1. Seja 2 < r < 26. Para qualquer § > 0, existe ng tal que o sequinte acontece para todo
n > ng. Se o grafo G = (V, E), com n vértices, € tal que

|CT7(K37P2)(G)| > TeX(n7K3)a (3)
entdo existe uma particio V.= W1UW, de seu conjunto de vértices tal que eq(W1)+eq(Ws) < dn?.

A ideia por tras da prova do Lema 1.1 é, apds a aplicagdo do Lema de Regularidade de Szeme-
rédi, mostrar que existe um grafo reduzido multicolorido ‘H que maximiza o nimero de r-coloragoes
(K3, Py)-livres de G, onde este grafo H ¢, de certa forma como veremos na se¢ao 3, bem deter-
minado. Vale ressaltar que omitiremos alguns passos da aplicagao do Lema de Regularidade de
Szemerédi, os quais podem ser melhor evidenciadas em [2]. A proxima segdo serd dedicada a al-
gumas notagoes importantes e a resultados que auxiliaram a prova do principal resultado deste
trabalho, o Lema 1.1, que seré tratada na secao 3.

2 Notacgao e Resultados Auxiliares

O proximo resultado é uma versao colorida do Lema da Regularidade. Seja um grafo G = (V, E)
e considere os subconjuntos disjuntos A e B de V(G). Se A e B sdo nao vazios, definimos a
densidade de arestas entre A e B como d(A, B) = e(4, B)/(]A||B|), onde e(A, B) é o namero de
arestas com uma extremidade em A e outra em B. Para e > 0, o par (A, B) é chamado e-regular se,
para todo X C AeY C B satisfazendo | X| > ¢|A| e |Y| > ¢|B|, temos que |d(X,Y)—d(A4, B)| < e.

Lema 2.1. Para todo € > 0 e todo inteiro positivo r, existe M = M(e,r) tal que o seguinte
acontece. Se as arestas de qualquer grafo G, comn > M wvértices, sdo r-coloridas E(G) = E1U---U
E,., entdo existe uma parti¢io do conjunto dos vértices V(G) =ViU---UV,,, com 1/e <m < M,
que € e-reqular simultaneamente com respeito aos grafos G; = (V, E;) para todo i € [r].

A particado V3 U --- UV, de V(G) como no Lema 2.1 serd chamada de parti¢io e-regular
multicolorida. Para n > 0, vamos definir o grafo reduzido multicolorido H(n) associado a essa
particdo, onde o conjunto de vértices é [m] e e = {i,j} é uma aresta de H(n) se {V;,V;} é um
par regular em G para cada cor ¢ € [r] e for n-denso para alguma cor ¢ € [r]. A cada aresta e é
atribuida a lista L. contendo todas as cores para as quais o par é n-denso, de modo que |L.| > 1
para cada aresta do grafo reduzido multicolorido (7). Dada uma coloragao de arestas F de um
grafo F, dizemos que o grafo reduzido multicolorido H contém F se H contém uma copia de F' para
qual a cor de cada aresta de F esta contida na lista da aresta correspondente em H. Geralmente,
se F' é um grafo com padrao de coloragdo P, dizemos que H contém (F, P) se ele contém alguma
coloragao F de F com padrao P.

Usaremos o seguinte resultado, conhecido como um resultado de imersao.
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Lema 2.2. Para cada n > 0 e todo inteiro positivo k e r, existe ¢ = e(r,n, k) > 0 e um inteiro
positivo ng(r,n, k) com a sequinte propriedade. Suponha que G € um grafo r-colorido com n > ng
vértices com uma parti¢io e-reqular multicolorida V.= Vi U --- U V,, que define o grafo reduzido
multicolorido H = H(n). Seja F um grafo com n vértices e k fizo, com um padrao P com t < r
classes. Se H contém (F, P), entdo o grafo G também contém (F, P).

Os proximos resultados tratam de estabilidade de grafos.

Teorema 2.1. Seja G = (V, E) um grafo com n vértices Kyy1-livre. Se |E| = ex(n, Kx+1) — t,
entdo existe uma particao V =V, U--- UV}, com Zle e(V;) <t.

Lema 2.3. Sejam 0 < t < ’11—2 e G um grafo Ks-livre com n vértices e ex(n, K3) — t arestas.
Se produzirmos um novo grafo G’ adicionando pelo menos 5t novas arestas ao grafo G, entao G’

contém uma copia de K3 com exatamente uma dessas novas arestas.

3 Prova do Teorema 1.1

Nesta secao, esbogamos a prova do Lema 1.1 em um caso especifico, r = 13, a qual pode ser
adaptada para o caso geral.

Seja § > 0 fixo e consideramos constantes auxiliares & > 0 e n > 0 tais que £ < 4%, & >
H(14n)+1dnen < %. Seja e = €(13,7,3) > 0 e ng = no(13,n, 3) tais que satisfazem as afirmagoes
do Lema 2.2, e suponha sem perda de generalidade que ¢ < /2. Fixemos M = M(13,¢) dado
pelo Lema 2.1. Dado um grafo G, com n > ng vértices, seja C = C(G) o conjunto de todas as
13-coloragoes (K3, Py)-livres de G. Pelo Lema 2.1, cada coloragao ® € C esta associada a uma
parti¢@o e-regular multicolorida V- =V, U---UV,,, onde 1/¢ < m < M. Esta partigdo, por sua vez,
esta associada a um grafo reduzido multicolorido H = H(n). Seja E;(H) = {e € E(H) : |L.| = j}
e ej(H) = |E;j(H)|, j € [r]. Nossa escolha de pardmetros implica que H é (K3, P)-livre, caso
contrario, a coloracdo de G que leva a ele conteria uma copia de (K3, P») pelo Lema 2.2.

Para cada grafo reduzido multicolorido e cada partigdo de V(G), obtemos uma cota superior
para o numero de coloragoes que poderiam ser associadas a esse par pelo Lema 2.1, para mais
detalhes veja [4]. Somando sobre todos os possiveis pares e utilizando uma aplica¢ao padrao do
Lema de Regularidade, concluimos que o namero de coloragoes de arestas (K3, P»)-livres de G é

no maximo
n2
13 e ()
2 2 2 &gt
M. 913M /2 . 2H(147])n . 131417n . max Hj‘v(ﬂ)p . (4)
H

Jj=1

Nosso objetivo é encontrar um limite superior para (4). Note que o termo j = 1 nao afeta o
produto em (4). Para isso, definimos & = S(G) para ser o conjunto de todos os subgrafos dos
grafos reduzidos multicoloridos (K3, Ps)-livres de G tais que todas as arestas estejam associadas a
listas de tamanho pelo menos dois e, dado H € S, vamos definir

)= [[ IL.|voor. (5)

e€E(H)
Desejamos encontrar maxyes ¢(H) para limitar (4).

Lema 3.1. Eziste um grafo reduzido multicolorido H tal que ez(H) + -+ -+ e13(H) > ex(m, K3) —
&m2.
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Antes de abordar a prova do Lema 3.1 mostraremos que isso implica o resultado desejado. Seja
H um grafo reduzido multicolorido com m vértices tal que e7(H)+---+e13(H) > ex(m, K3) —Em?2.
Seja H' o subgrafo de H com conjunto de arestas E7(H) U --- U E13(H). A propriedade que
3 -7 > 13 implica que H' é Ks-livre. De fato, como dispomos de 13 cores, qualquer tridngulo
em que a soma das listas associadas as arestas seja maior do que 13 contém uma mesma cor
em pelo menos duas das arestas, o que leva ao padrao P». Pelo Teorema 2.1, existe uma partigao
U1UUs = [m] com ey (Uy)+ez (Usz) < Em?. O subgrafo bipartido H obtido de H’ removendo todas
as arestas com ambas as extremidades na mesma classe satisfaz e(H) > (ex(m, K3) —&m?) —&m?2 =
ex(m, K3) — 2¢6m2.

Afirmamos que e; (H)+- - -+eg(H) < 10¢ém?. Caso contrario, por nossa escolha de &, o Lema 2.3
pode ser aplicado e o grafo obtido, somando as arestas em E; U ---U Eg com H conteria um Ks
com exatamente uma aresta, digamos f1, no mesmo conjunto U;. Sejam fo, f3 as outras arestas da
copia de K3, que estdo em E;U---UFE;3. Por construgao, temos |Ly, |+ |Ls,|+|Ls,| > 14+2-7 > 13,
levando a uma coloracao (K3, P») em G e pelo Lema 2.2, uma contradigao.

Como consequéncia, o nimero de arestas de 2 com ambas as extremidades no mesmo conjunto
U; é no maximo 11&ém?. Seja W; = Ujer,V; para ¢ € {1,2}. Entao, pela nossa escolha de 7 e &,
temos que

ea(W1) +eq(Wy) < 13902 + (n/m)? - (en(Uy) + en(U2)) < dn?, (6)

como requerido, o que prova o Lema 1.1.

Passamos agora para a prova do Lema 3.1. Dado um grafo reduzido H, seja Ep(#H) o conjunto
de todas as arestas cujas listas de cores tém tamanhos entre 7 e 13. Referimo-nos a elas como
arestas azuis de . Seja E4(H) o conjunto de todas as arestas cujas listas de cores tém tamanhos
entre 2 e 6, as arestas verdes de H. O ingrediente principal na prova do Lema 3.1 é o seguinte
lema auxiliar.

Lema 3.2. Seja H um grafo reduzido multicolorido (K3, Pa)-livre para o qual todas as arestas sao
verdes e 0 < o < ﬁ. Entao temos que

o(H) < 13177, (7)

Antes de provar este lema, mostraremos que ele implica a validade do Lema 3.1. Para isto,
suponhamos por contradi¢do, que qualquer coloragio (K3, Py)-livre de G, leva a um grafo reduzido
multicolorido H, onde |V (H)| = m, para o qual

er(H) + -+ e13(H) < ex(m, K3) — Em?. (8)

Seja Ho = H e seja e; = {u, v} uma aresta azul de H, se existir, logo |L.,| > 7. Consideremos
os vizinhos de u e v. Se a aresta e; nao estd em algum tridngulo, para cada vértice w diferente de u
e v, no maximo um dos pares {u,w} e {v,w} é uma aresta de H, e sua lista de cores tem tamanho
méximo 13. Um vértice w que ¢ incidente com no méaximo um vértice em {u,v} ¢ chamado de
vértice do tipo 1. Se u e v tém um vizinho em comum z, a soma dos tamanhos de Ly, .y e Ly, .}
é no méximo 13 — |L.,| = 6, caso contrario, obtemos uma coépia de (K3, P»). Assim, o produto
dos tamanhos de Ly, .y e Ly, .} € no maximo 3 -3 = 9 < 13. Tal vizinho comum z ¢ dito ser
um vértice do tipo 2. Sejam nq(e;) e na(er;) o numero de vértices do tipo 1 e 2 em relagio a
e1, respectivamente. Removendo os vértices u e v e todas as arestas incidentes de Hg, teremos o
grafo reduzido multicolorido restante H; com (m — 2) vértices. Se H; contém uma aresta azul,
repetimos este argumento para H; e para os grafos subsequentes até chegarmos a um grafo Hg,
com (m — 2k;) vértices que nao contém nenhuma aresta azul, ou seja, todas as arestas em Hy, sdo
verdes. Por construgao, temos que k; + Zf;l(nl(ei) +no(es)) = (m—2i + 1) = kym — k2.

i=1
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Assim, o ntimero de coloragoes (K3, P )-livres de H, considerando as arestas azuis é, no maximo

13k < 13kmek (g

ma(er)+-tna(er, )
13/€1+ﬂ1(61)+"'+n1(6k1) . 9”2(61)+"'+n2(€k1) _ ( 9 > o o

13
Todas as arestas do grafo Hj, sao verdes, usando o limite superior dado no Lema 3.2, obtemos
c(H)™ < 13RmkL L p3(Ema)m=2k)® (10)

Para obter um limite superior de (10), vemos o lado direito de (10) como uma fungéo f(k;) com
dominio 0 < k; < m/2. Tomando logaritmos, obtemos In(f(k1)) = k? (—In13 + (1 — 4a)In13) +
ki (mIn13 — (1 —4a)mIn13) + (1/4 — a)m?In13. Como —In13 + (1 — 4a)In 13 < 0, temos uma
parabola inversa, com méximo em k; = m/2. Lembrando que, por (8), estamos assumindo que
o niimero de arestas azuis de H é no maximo ex(m, K3) — ém?. Vamos considerar dois cenarios.
Primeiro suponha que kym — k? < ex(m, K3) — ém? e todas as arestas contadas em (10) podem
ser azuis. Neste caso, temos que k1 < m/2 — /Em, e (10) é no maximo

4o¢.£m2
136X(m,K3)7€m2 . 13£m274a§m2 < 136x(m,K3) . (113> < 13%751%2' (11)

No segundo cenario, suponha que ki = m/2 — v/&m + ¢, para ¢ > 0 e ¢ < /Em, entdo
kim — k? = ex(m, K3) — ém? + 2v/Emq — ¢?. Pela nossa restri¢ao (9) no nimero de arestas azuis,
a equagao (10) é no maximo

13ex(m,K3)7§m2 . 92\/qu7q2 . 13(%7a)(2\/gm72q)2

13 em>? 9 2¢v/Em—q° 2 2
< 13ex(m,K3) . - . . . 13—0&(2\/2’!)1—2[]) < 13ex(m,K3)—§m
- 13 13 - ’

pois 9/13 < 1 e —a(2v/&m — 2¢)? < 0. Combinando os dois casos, e usando o limite superior (4),
concluimos que o ntimero de coloragdes (K3, Py)-livres do grafo G satisfaz

"2
Crs, 1y P (G)] < M- 2 (M HIAE/2 qglion™. (136"(”"“)’5’”2)(%) "2 13K (1)

ja que & > 14 -1 4 H(147n), o que contradiz a hipotese de que |Cy3,(x,,p,)(G)] > 13x(n.Ks) ¢ prova
o Lema 3.1.

Passaremos agora a prova do Lema 3.2, o qual implica diretamente do proximo resultado.
Dividimos os grafos reduzidos multicoloridos com arestas verdes em duas classes. A classe S;
contém todos os H que sao Ky-livres; Sp contém todos os H restantes para os quais todas as
arestas sao verdes, e que contém uma copia de K.

Lema 3.3. Dado H € §§ USs e para todo 0 < o < ﬁ, temos que ¢(H) < 131«

Demonstracao. Seja H € S; com m vértices. Pela definigao de Sy, o conjunto Fs U --- U Fg nao
contém copias de K4. Assim, Pelo Teorema de Turén, temos que |Es| + -+ 4 |Eg| < ex(m, Ky) <

%m2. Logo, um limitante superior para o nimero de coloragoes deste conjunto de arestas é dado

por 6%, que para todo « < 1/100, satisfaz 63 < 1317,

Para provar que o resultado vale para H € Ss, vamos usar indugdo no nimero de vértices m de
H. O caso base é m = 4 e pode ser verificado por uma anélise de casos. Para o passo de indugao,
fixe H € S com m > 4 vértices e assuma que o resultado vale para valores menores de m.

Fixe um conjunto A C V(H) com 4 vértices tal que A induz uma copia de K4. Qualquer vértice
v € V(H)\ A tem no méximo quatro vizinhos em A. Seja ¢ o namero de arestas entre v ¢ A. Para
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t = 1, o tamanho méximo para a lista de coloracdo desta aresta é 6. Agora para 2 < t < 4,
observe que sao formados tridngulos entre as arestas ¢ e as arestas de A que sdo vizinhas de v,
e como esses tridngulos tém listas de cores disjuntas, pois todas as t arestas formam tridngulos
com alguma aresta em A, o tamanho da lista de coloragoes das arestas ¢ é no maximo (13 — 2)/t,
onde consideramos 13 — 2 cores pois as arestas de A tém pelo menos duas cores em suas listas.
Portanto, o produto ¢, dos tamanhos das listas de coloracido das arestas entre v e A é limitado
superiormente, para 2 < ¢t < 4, por max{6, (171)’5} < (%)4. Claramente,

cH)™ =cHANC [ I e | cHVEH)\ A7 (13)
veV(H)\A

Sabemos que ¢(H[A]) < (13/3) < 131~ pela base da inducio, e que ¢, < (1) para todo v, e
que c(H[V (H)\ A]) < 135~ por hipétese de indugdo. Segue o resultado, pois ¢(H)™" é no maximo

4(m—4) 4 m—4
13%#-16a ( 1 gk —a)(m—1)? (44 E”J S13Gmem? o 13G-emt (1)

como a < 1/100 e (114)/(44-13% 100 )™~4 < 1. Isso conclui o passo de indugdo e prova o Lema 3.3.
O
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