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Resumo. Neste trabalho, apresentamos o anel de inteiros e o discriminante dos corpos puros
cibicos da forma K = Q(0), onde 0 = ¥/d), d € Z, d # 1, d livre de cubos e da forma d = m>n com
m,n € Z e mdc(m,n) = 1. Neste caso, [K: Q] =3 e p(z) = 2> — d é o polinémio minimal de 6.
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1 Introducao

Dado K = Q(\s/g), com d inteiro livre de cubos, temos duas possibildades para d: d é livre de
quadrados ou d nao é livre de quadrados. O caso em que ocorre d livre de quadrados foi feito em
detalhes em [3] e em [1]. O caso d nao livre de quadrados é uma sugestao da lista de exercicios de
[2], e neste trabalho, apresentamos sua resolugao.

Assim, considerando a extensdo K = Q(%), com d inteiro livre de cubos e nao livre de
quadrados, iremos determinar uma base integral e o discriminante a partir dessa base. Esta parte
teodrica é feita com o objetivo final de encontrar bons reticulados de grau 3 via essa extencao de
COrpos.

2 Resultados Béasicos

Nesta secao, apresentamos alguns resultados bésicos da Teoria dos Numeros tteis para o de-
senvolvimento do texto.

Definigao 2.1. Sejam A C B anéis e a € B. O elemento a é chamado um elemento inteiro
sobre A se « for raiz de um polinémio monico nao nulo p(x) com coeficientes em A.

Observagao 2.1. Quando B C C e A =17, o elemento o é chamado um inteiro algébrico.

Definicao 2.2. Sejam A C B anéis. O conjunto Op = {a € B | « € inteiro sobre A}, é chamado
de anel de inteiros de B sobre A.

Definig¢ao 2.3. Sejam K C L uma extensao algébrica, com K um corpo finito ou de caracteristica
zero, [L : K] =n e a € L. Sejam ay,as,...,an, as raizes do polinémio minimal de o sobre K,
cada uma repetida [L : K(a)]-vezes.

1. O trago de o sobre K € definido por Ty, k(o) = Zai.
i=1
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2. A norma de o sobre K é definida por N(a) = Zai(a).
i=1

Definigao 2.4. Seja K um corpo de nimeros. Uma base do Z-mddulo livre Ok € chamada de base
integral de K.

Definigao 2.5. Sejam A C B anéis tal que B € um A-mddulo livre finitamente gerado de posto
n e {a,as,...,a,} um conjunto de elementos de B. O discriminante de (aq,a,...,a,), €
definido por

Dpjalar, az, ..., an) = det(Trpja(aa;)) € A,
ondei,j7=1,2,...,n.

Proposicao 2.1. [1] Sejam K = Q(0) um corpo cibico e 8 € C € um inteiro algébrico cujo
polinémio minimal € p(x) = 23 + ax + b € Z[x]. O polinémio caracteristico do elemento o =
ag + a10 + a20? € K, com ag,a1,as € Q, € dado por

fa(z) = 2% — (3ag — 2a2a)z* + (3aj — dagaza + aja + 3ajash + a3a®)r—

2 —adb — aya3ab + adb?).

(1)

— (ag — 2a%a2a + ao(ﬁa + 3agaiazb + aoaga

Proposicao 2.2. [2] Seja K um corpo. Assim, o € K € um inteiro algébrico se, e somente se, seu
polindémio caracteristico tem coeficientes inteiros.

Proposicdo 2.3. [1] Se K = Q(0) € um corpo de niimeros, onde 6 = ¥/d com d € Z nio livre de
quadrados e livre de cibicas, entdao

0, sek=1,2,
Tr(@k) =< 3d%, sek=3s, comseN, (2)
0, sek>3ek#0 (mod3).

3 Anel de inteiros

Seja K = Q(f),onde # = v/d, com d € Z, d # 1, nao livre de quadrados e livre de cubos, ou
seja, com d = m?n, onde m e n sdo livres de quadrados e mdc(m,n) = 1.

Lema 3.1. dZ C 00k NZ C mnZ, e assim, 00 N Z = kZ, para algum k € Z.

Demonstragdo. Como 6 € 0Ok, segue que 63 = d € 0. Portanto, dZ C 00k N Z. Agora, se
0 € 00xNZ, entdao § € 00k e 0 € Z. Logo, existem v € Ok e k € Z tal que § = 6y = k. Aplicando
a norma, segue que

Ng(8) = Ng(67) = Nx(k), ou seja, Ng(8v) = 0> Ng(y) = dNk(v) = k3.
Como Nx(v) € Z e d = m?n, segue que m e n dividem k*. Como m e n sdo livres de quadrados,
segue que m e n dividem k, e assim, mn divide k. Logo, 6y € mnZ, e desse modo, dZ C 60xNZ C

mnZ. Como Z ¢é principal, segue que 00 NZ = kZ, para algum k € Z. Assim, d = kl; e d = kls,
para algum l,ls € Z. Portanto, k = mnls, onde l1l; = m. O
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Teorema 3.1. O anel Ok dos inteiros algébricos de K € dado por

2

Z+76 +Z(%) se d % +1(mod 9)
Z+Z9+Z(92+;n#) se d=1(mod 9) em = 1,—2(mod 9)
Ox = Z+Z9+Z(92+2;n#) se d=1(mod 9) e m % 1,—2(mod 9)
Z+ 176 +Z(92+23$) se d=—1(mod 9) e m=1,~2(mod 9)
7+76+ Z(W) se d=—1(mod9) em %1, —2(mod 9).

Demonstragdo. Seja a € Oxg. Como Og C K, e {1,0,02 02} é uma base de K sobre Q, entao
existem a; € Q tal que o = ag + a160 + a26%. Além disso, como d = m?n e

Tr(a) = Trx(ag + a10 + a26?) = 3ag € Z
Tri(af) = Trr(aol + a16? + axd) = 3azd € mnZ
Tri(ab?) = Tri(agh? + ard + a20d) = 3a1d € mnZ,
segue que by = 3ag, by = 3a1m e by = 3agm € Z. Assim,
b by by o
=— 4+ —0+ —=0".
=3 5",

Pelo algoritmo da divisao, segue que by = 3cg + g, b1 = 3mcy + 71 e by = 3¢y + 1o, com ¢, 1; € Z,
0<rg,ry<2e0<r; <3m-—1. Logo,

) 3mey + 11 3ca + 12, 9 ) 1 3ca + 12, 9
= — —— )+ (———)f° = 0+ —+—0+(—)0
a=cot gt (T () = a b el t g e n 0 ()0
onde ¢; € Z, para i = 0,1,2, com 19,72 € {0,1,2} e 71 €{0,1,2,...,3m — 1}, ou seja,
To 1 3CQ+T2 9
= — —)0 4+ (———)6~. 3
a 00+3+(cl+3m)+( a ) (3)
Agora, o é um inteiro algébrico se, e somente se,
To 1 302+T2 2
=— 4+ —0+(—=)0
p 3+3m + 3m )
é um inteiro algébrico. Pelas Proposigoes 2.1 e 2.2, segue que
To
(=) e’
)
709 1 ., 3Co + 1o
(=) —3(z—)(———)deZ
0 €O = {307 35 (*E )
T0\3 To 1 3CQ+7"2 T1 \3 362+7‘2 3
—)° =3(=)(=—)(——)d+d((=— ———=)d) € Z
() =30 () (*2L a4+ (1) + (22 a) €
ou seja, a € Ok se, e somente se,
ro €74
re 1
30 — WSTl(?)CQ + Tg)d €7
1 d d(r? 3d) € Z
E_WTOT1(3CQ+T2) + 503 (r; + (3ca +1r2)°d) € Z.
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Como d = m?n, segue que a € O se, e somente se,

rg € Z
2
1
%0 - §r1(302 +ro)n €Z
g1 1 3 3, 2
37 §r0r1(302 +ro)n+ %n(rl + (3cg + r2)°m*n) € Z.
Assim, a € Ok se, e somente se,
To € Za (4)
’I‘g — Triran
—s Y/ (5)
——(rgm — 9rgricomn — 3roriramn + rin + 9earzm®n? + rim*n?) € Z. (6)

2Tm

Assim, pela Equacdo (3) e pelas possibilidades para rg,r2 € {0,1,2} e r1 € {0,1,2,...,3m — 1},
obtemos os seguintes casos.

1.

8.

+5* € Z se, e somente se, 71n = 3k, para algum k € Z. Além disso, &% € 7 se, e somente
se, mde(3,r1) = 1.

Se 4 € Z, entao &% ¢ 7.

1+ 5
Se =51 € Z, entao 5" ¢ 7Z.

. Se rg =11 =19 =0, entdo as Equagoes (5) e (6) possuem solugdo para todo d e

2
a=cy+c10 + co—.
m

Se rg =19 =0er; # 0, entdo ﬁr‘fn ¢ 7, uma vez que se T%ﬂ = 27k, onde k; € Z. Logo,
m divide 7$n. Como mdc(m,n) = 1, segue que m divide r$. Como m ¢é livre de quadrados,
segue que m divide 71, ou seja, 11 = ml, com [ € Z. Como 1 < r; < 3m — 1, segue que
1l =1,2. Sel =1, entao ﬁm:;n = %d € Z, ou seja, d = 0(mod 27) o que nao ocorre.
De modo anslogo, se | = 2, entdo 5=—8m®n = 5-8d € Z, ou seja, 8d = 0(mod 27). Como
mdc(8,27) = 1, segue que d = 0(mod 27), o que nado ocorre. Portanto, ndo existe d tal que
ﬁr%n € Z.

Serg=0,r1 #0ery =1, entdo =G ¢ Z e 5o— (rin+9cam?n® +m?n?) ¢ Z, para qualquer
d.

Se rg = 0,71 #0e r2 = 2, entdo =21 ¢ 7 e 52— (rin + 36cam®n® + 8m?n?) ¢ Z, uma vez
que nao existe solugao.

n
Sero#Oem:Oourg:O,entéo%%Z,umavezqnerozlourgzl.

Assim, as possibilidades para r; € {0,1,2}, com i = 0,1, 2, sdo dadas por:

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0244 010244-4 © 2022 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0244

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

o 1 ro | Equacao (5) | Equacao (6) d =?(mod 9) e m =7(mod 9)

0 0 0 0 0 para todo d
0|rm#A0] 0 0 ¢ 7 nao existe d

0 |m#0] 1 ¢7 ¢ 7 néo existe d

0 |rm#0]| 2 ¢ 7 ¢ 7 nao existe d

1 m 1 €z €z d=1(mod 9) e m =1, —2(mod 9)
1 2m 1 ez €7 d=—1(mod 9) e m =1, —2(mod 9)
1 m 2 €Z €z d=1(mod 9) e m # 1, —2(mod 9)
1 2m 2 Y/ ez d=—1(mod 9) e m # 1,—2(mod 9)
2 m 1 €z €z = —1(mod 9) e m # 1, —2(mod 9)
2 m 2 €z €z d=—1(mod 9) e m =1, —2(mod 9)
2 2m 2 €z €z d=1(mod 9) e m =1, —2(mod 9)
2 2m 1 Y/ eZ d=1(mod 9) e m #Z 1, —2(mod 9)

Logo,
1. Se d £ t+1(mod 9), entdo ro = r1 = r — 2 = 0, e portanto,
62 62
a=cy+c10+co— €Z+70+7Z—.
m m

2. Sed=1(mod 9) e m =1, —2(mod 9), entdo 1o = 1, r; = m e ro = 1, e portanto,

a = co+ i+ (cr+ 3)0+ (32H)6? ,
= (co—c2)+ (C% — )0+ (e + 1) (¢ +?n2+m)
€ Z+78+ Z(pbtm),

ourg =27 =2mere =2, e portanto,
0 =t ila+ o (e

= (CO — Cg) + (C% — 62)9 + (362 + 2)(%’7}%)
€ Z+78+ Z(FHpdim),

3. Se d=1(mod 9) e m £ 1,—2(mod 9), entdo ro = 1, 11 = m e ro = 2, e portanto,
o = ot (et 0t (g
2
= (0—202—1)+(c1 =26 =)0 + (Bea + 2)(4t2mbtam)
€ Z+ 70+ Z(H2ptiim)
orrg=2,7r1 =2mery =1, e portanto,
a = cotE+(cr+2)0+ (3 )e?

= (e —202) + (c1 — 2e2)6 + (3¢ + 1)(L2gutsm,)
€ Z+70+ n(HE2pdtimy

3m
4. Se d = —1(mod 9), m =1, —2(mod 9), entdo ro = 1, r; = 2m e ry = 1, e portanto,

a = Co+ % + (Cl + %)9 + (73%27:1)92

2
(co—ca) + (c% —2¢2)0 + (3c2 + 1)(%)
€ Z+76+ Z(tHEdm)
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or 1y = 2’ rr=meryg = 2, e portanto,

a = et 3+ (et g)f+(3g7)0
2
= (co—c2) + (c1 = 20 = 1)0 + (3ez + 2)(H5HR)
€ Z+176+ 7(2miim)

5. Se d = —1(mod 9), m #Z 1,—2(mod 9), entdo ro = 1, r1 = 2m e ro = 2, e portanto,

a = co+ (e +35)0+ ()6
2
= (co— 202 = 1) + (e1 — )0 + (3cy + 2)(Lpem)
€ Z—&-ZG—FZ(W‘;’L#)'

orrg =2, =mery =1, e portanto,

a = C()+%+(Cl+%)9+(3c32nt1)02 R
= (co 7202)+(201 — )0 + (3cp + 1)(Lpltim)
€ Z+176+z(tyiim)

0 que prova o teorema.

4 Discriminante

Seja K = Q(#) um corpo de ntimeros, onde # = v/d, com d € Z, d # 1 livre de cubos e nao livre
de quadrados, ou seja, d = m?n e mdc(m,n) = 1.

Proposigao 4.1. O discriminante de K € dado por

D(K) = —27m?n?, se d # +1(mod 9)
| =3m?n?, se d = +1(mod 9).

Demonstragdo. Usando a Proposicio 2.3, segue que Tr(1) = 3, Tr() = 0, Tr(6?) = 0, Tr(d) = 3d
e Tr(6*) = 0. Agora,

1. Se d # £1(mod 9), entdo

] Tr(1) Tr(@) Tr(L) 3.0 0
D(1,0,2) = det| Tr®) Tr(6? Tr(%) =det| 0 0 34
Tr(f), Tr() Tripm) 0 W0

_ =27d®> _ —27m*n? _ —927m2n2

- m2 - m2 — .

2. Sed=1(mod 9) e m =1, —2(mod 9), entdo D (1 0, m+m9+9 ) é dado por

Tr(1) Tr(6) Tr (m+m9+92)
det Tr(0) Tr(6%) (m9+m02+d
2 2 2m26+(2 0°+2md+0*
Tr <m+gm73+9 ) Tr (m9+?%9 +d> Tr (m +2m20+( ";:[LZ” 2)6% 4-2md+ )
3 1
2 4,2
=det| 0 O % = ——nig = 7_3;::2" = —3m?n2.
1 d m+2d
m 3m
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3. Sed=1(mod 9) e m £ 1,—2(mod 9), entao D (1,9, W) ¢ dado por
2m+2mo+63
Tr(1) Tr () Tr (?
det Tr(0) Tr(62) Ty (20t gm0+
Tr (2m+§%9+02) Tr (2m9+3277nn€2+d) Tr (4m2+8m29+(4n;7—:§m2)92+4md+94)
3 2 4. 2
=det| 0 0 4 = =3¢ = SBmons = _3m2n?.
9 4 4m+t4d m m
m 3m
4. Se d = —1(mod 9) e m = 1,—-2(mod 9), entdo D (1,9, %ﬂ“ez) é dado por
m+2m9+02
Tr(1) Tr(6) Tr (T
det Tr(8) Tr(6?) Ty (mé+2me+d
Tr (%ﬁ) Ty (m9+§7£92+d) T (m2+4m29+(2m9~::;712)92+4md+«94)
1
2 4, 2
=det| 0 O % = —‘;’L‘f = 7_3;2"2" = —3m?2n?.,
1 d m+4d
m 3m
5. Se d = —1(mod 9) e m #Z 1,—2(mod 9), entdo D (1,9, %ﬂf“ﬂ) ¢ dado por
2m+mb+62
Tr(1) Tr () Tr (T)
det Tr(0) Tr(6°) Ty (2mo+mo®+d
Ty (2m+?:nm0+02 Tr 2m0+m02+d) Tr (4m2+4m29+(m927jl-24m)92+2md+94)
O 2 4. 2
=det| 0 0 S = Smon — _3m2n?.
9 d 2d+4m
m
0 que prova o resultado. O

5 Consideracoes Finais

Neste trabalho, nosso objetivo foi determinar uma base e o discriminante para corpos ctbicos
da forma Q(%), com d € Z, d # 1 nao livre de quadrados e livre de cubos. Agora, o proximo
passo, como aplicagao, é usar essa construgao para obter bons reticulados de dimensao 3 via o
homomorfismo de Minkowski.
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