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Resumo. Neste artigo, estudamos uma equagao de viga ndo linear com o operador p(x)-biharmoénico
em um dominio unidimensional. Transformamos o problema em um sistema de duas equagoes dife-
renciais e demonstramos a existéncia, unicidade e regularidade da solugao fraca e da solugao discreta.
Também investigamos a ordem de convergéncia e provamos algumas estimativas de erro. Em se-
guida, utilizamos as bases de Lagrange para obter um sistema algébrico de equagdes e, finalmente,
implementamos os cddigos computacionais no software Matlab e apresentamos dois exemplos para
ilustrar a teoria.

Palavras-chave. Operador p(z)-biharménico, soluc¢ao fraca, método de elementos finitos mistos,
ordem de convergéncia, simulagbes numeéricas.

1 Introducao

Seja 2 C R um dominio limitado com fronteira suave 9€2. Consideramos o problema de encon-
trar uma funcao u tal que

AZQJ(.L)U = f (I) , em Qa (1)
u=0Au=0, em 09,

onde A? ) & o operador p(z)-biharmonico, definido por A2 ju = A(JAuP™®)=2An), a funcio
p: Q — (1,00) satisfaz, para todo x € €,

1 <p~ = inf p(z) < p(x) < p* =supp(z) < oo, (2)
e r=te}

e n6s assumimos que f € L2(2).

Em [3]|, Heidarkhani, Afrouzi, Moradi, Caristi e Ge estudaram o Problema (1) em 2 C RY,
com N > 2, f(z,u) € CO(Q2xR) e max{2, §} < p~. Os autores utilizaram métodos variacionais e
comprovaram a existéncia de pelo menos uma solucio fraca para o problema. Zhou [8] considerou
f(z,u) = Ng(z,u) + ph(z,u) — a(z)|u[P®~2u no Problema (1) com a condicdes de fronteira do
tipo Navier. Impondo condigbes adequadas as fungoes a(z), g(x,u) e h(z,u) e utilizando métodos
variacionais, ele estabeleceu condi¢Ges para a existéncia e ndo existéncia de solugdes. Ourraoui
[6] estudou o Problema (1) com condiges de fronteira do tipo Robin e provou a existéncia de
solugbes com e sem estrutura variacional. El Amrouss, Fouzia e Moussaoui, em [2], consideraram
f(z,u) = Bg(z,u) — a|uP™®) 2y e condicdes de fronteira do tipo Neumann para o Problema (1).
Usando o teorema dos trés pontos criticos, eles estabeleceram a existéncia de pelo menos trés

Lralmeida@ubi.pt
2jduque@ubi.pt
3willian.panni@ubi.pt
4ferreirajorge2012@gmail.com

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0253 010253-1 © 2022 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0253

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

solucoes para este problema. Os autores destacam que, para o Problema (1), ndo ha na literatura
artigos que investigam simultaneamente a parte analitica e discreta, a ordem de convergéncia e os
resultados numéricos do referido problema.

2 Existéncia e unicidade de uma solucao fraca

Através de Almeida, Duque, Ferreira e Panni [1] e Katzourakis e Pryer [4], nés definimos a
variavel auxiliar

v=|AuPP AU = |72y = Au, (3)
onde ¢ : © — R é o expoente conjugado de p(z) satisfazendo, para todo x € €, ¢(z) = ppz(i;i)l e
p* +_ P
1<q = < <q = < 00. 4
q p+_1_Q(x)_q e T (4)

Usando (3), reescrevemos o Problema (1) como o seguinte sistema de equacoes diferenciais

Av = f, em {2,
Au=[o["™ 2y em Q, (5)
u=0, v=0, em Of).

Definicao 2.1. O par (u,v) € H(Q) x H}(Q) é uma solugio fraca para o Problema (5) se, para
todo (v, n) € HE () x HY(Q), o sequinte sistema for satisfeito

G(U7¢):—(f,’ll)), Vi/JGH(}(Q)a (6)
a(u,n) =— <|v\q<m)_2 v,n) , Ve H}Q),

onde (-, ) denota o produto interno em L*(Q) e a forma bilinear a : H}(Q) x H}(Q) — R ¢
definida por

a(u,v) = /QVqudx, Y u,v € Hy (). (7)

Teorema 2.1. Sejam Q um dominio limitado e aberto com 99 de classe C?, f € L*(Q), p(x) e
q(x) definidos como (2) e (4). Entdo, existe um tinico par (u,v) € H?(2) x H?() que € a solugdo
fraca para o Problema (5), no sentido da Defini¢io 2.1.

Demonstragao (esbogo): Como a forma bilinear a, definida em (7), é continua e coerciva, entdo
pelo teorema de Lax-Milgram existe um tnico v € H}(Q) tal que a primeira equagao do Sistema
(6) ¢ satisfeita. Uma vez que f € L*(Q) e 9N possui classe C?, tem-se v € H(). Através da
desigualdade de Holder e do teorema de imersoes de Sobolev [5, p. 44],se Q CRe 1 < p(z) < oo,
entao \v|q<w)_2u € L*(Q) e finalmente repetimos os passos para a segunda equagao. ]

3 Problema discreto

Denotamos por 7, uma particao nao degenerada do dominio 2 C R em intervalos com parame-
tro h, ou seja, o conjunto {2 é subdividido em um ntmero finito de subconjuntos Ty, k= 1,...,n,
chamados de elementos finitos, tais que as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1) Q= UZ:1Tk§

i) int(Ty) # 0,V Ty € Tn;
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iii) int(T;) Nint(T;) = 0,V T;,T; € Ty, com i # j;
iv) Cada lado de T} ou pertence & fronteira de € ou é lado de outro T; € Tp;
v) Cada T} tem fronteira Lipschitz continua.

Denotamos por Vj, o espaco de fun¢des continuas em €, que sdo polinémios de grau r — 1, com
r > 2, em cada elemento de T, e que se anulam em 0f), ou seja,

Vi = {u € Cg(ﬁ);u|T ¢ um polindomio de grau r — 1 para todo T}, € 72} .
k

3.1 Existéncia, unicidade e regularidade de solucao discreta

Definigao 3.1. O par (up,vy) € Vi x Vi, é uma solugdo discreta para o Problema (5) se, para
todo (Vn,mn) € Vi, x Vi, o sequinte sistema for satisfeito

(Von, Vop) = = (f,9¥n) vV € Vi,
(Vup, Vi) = — (|Uh|q(w)72 Uhﬂ?h) , Vo € V.

(8)

Teorema 3.1. Se f € L?(Q), entio existe uma 1inica solugdo discreta (up,vy,) € Vi, X Vi, para o
Problema (5), no sentido da Defini¢io 3.1.

Demonstragao (esbogo): Usando as desigualdades de Young, Poincaré e Holder, e o teorema
de Brouwer, demonstra-se que existe uma solucdo discreta (up,vp) € Vi x V), para o Problema
(5). A unicidade da referida solugio é obtida por contradi¢do supondo que existam duas solugbes
diferentes. [

Teorema 3.2. Seja (up,vn) € Vi X Vi, a solugdao discreta do Problema (5) no sentido da Defini¢ao
8.1. Entao, para toda f € L*(9),

1ol g3 ) < C Il - (9)
+_ -
unllgg ey < Cmax A1 Ea ey 110 b (10)
onde C é uma constante.

Demonstragao (esbogo): Considerando v, = vp, € Ny, = up, através das desigualdades de Young
e Poincaré, e de imersdes de Sobolev, obtemos (9) e (10). ]

3.2 Ordem de convergéncia

Para investigar a ordem de convergéncia do Problema (8), temos que analisar dois casos para
todo x € §. Primeiro consideramos o caso 1 < p~ < p(x) < p* < 2, que implica 2 < ¢~ < ¢g(z) <
qT < oo, e entdo o caso 2 < p~ < p(zr) < pT < oo, que corresponde a 1 < ¢~ < g(x) < ¢T < 2.

Teorema 3.3. Sejam Q0 um dominio limitado e aberto com 0 de classe C?, 1<p <p) <
pt < 2 para todo x € Q, (u,v) a solugio de (6) e (up,vp) a solugio de (8). Seu,v € H¥(Y), entdo

IV (v = vn)ll g2 () < CP 7 [0ll gy » (11)
v = onll 2y < CP” 0]l g+ () - (12)
IV (u =)l 2y < O~ [[ull goy + Ch* 0]l ey » (13)
lu = unll L2y < Ch* ull ooy + C (h° + hF1) 0]l ey » (14)

onde 1 <s<reC éuma constante.
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Demonstragao (esbogo): Para a primeira equagido do Problema (8), a demonstracdo ¢ idéntica
a de Thomeée [7, Teorema 1.1, p. 5], assim obtemos (11) e (12).

Usamos o operador de interpolacao no espago de elementos finitos V}, e através das desigualdades
de Minkowski, Holder, Young e Poincaré e das imersdes de Sobolev, concluimos (13) e (14). n

Teorema 3.4. Sejam @ um dominio limitado e aberto com 9 de classe C?,2<p <p) <
pt < oo para todo x € Q, (u,v) a solu¢io de (6) e (un,vr) a solugdo de (8). Se u,v € H*(Q),

entao
IV (v =)l g2y < CR°~H [0l ey » (15)
[v=vall 20y < CR° 0]l sy » (16)
1 s 1
IV (= wn) | 2y < OB oy + Omax{hw loll ey - 57 o] ;;@} .

1

_— s

lu = unllp2(q) < CP° ||ull o) + C(1 + h) max {h"l‘l 0]l Fra gy » BP T ||”||1§+(_slz)} o (18)

ondel1 <s<reC €éuma constante.

Demonstragao (esbogo): Analoga & demonstragdo do Teorema 3.3. =

4 Resultados numeéricos

Nesta secao, apresentamos os resultados de uma implementacao da teoria no software Matlab,
onde validamos o c6digo e analisamos a ordem de convergéncia.

4.1 Exemplo 1

Neste exemplo, pretendemos ilustrar os resultados do Teorema 3.3. Consideremos o problema

(5) onde Q = [0,1], p(z) = 1200;211140 e as solugdes exatas sao

u(z) = 62500000
"~ 186279093
+ 8279070800227 — 1069910688022 + 96291961922:%° — 5960930976224

+ 24297273002 — 5890248002>% + 645122402*! — 11)

(300450152°" — 3204801602°° 4 15416200802>° — 44046288002

—1022 44
e v(z) = (1022 — 1023) IR Neste caso, a funcdo f(z) é determinada por f(z) = vz (2).

Nos destacamos que, p(z), f(x), u(z) e v(x) estdo de acordo com o Teorema 3.3, ou seja, 1 <
p-=14<px)<ptx~19<2 feL*Q) euve H(Q) com s =1,2,3,4. Para o método dos
elementos finitos, consideramos que a malha do dominio é uniforme e que o espago dos elementos
finitos é formado por func¢oes de base lineares (r = 2).
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(a) u(z) e up(z). (b) v(z) e vp().
Figura 1: Solugoes exatas u(z) e v(x) e solugdes aproximadas up(z) e vy ().

As Figuras 1(a) e 1(b) mostram as solugbes aproximadas uy(z) e v,(x) comparadas com as
solugdes exatas u(z) e v(x), respectivamente. Neste caso, usamos n = 10 elementos finitos e
observamos que mesmo com poucos elementos finitos, boas aproximacoes sao obtidas.

Para estudar numericamente a ordem de convergéncia, simulamos para diferentes valores de h
e calculamos a norma em L?(Q) do erro

n
el = (3 [ u il ds
k=1""Tr

Plotando log(h) e log(||e||2), o declive da reta obtida indica a ordem de convergéncia numérica.
Na Figura 2, mostramos os graficos de ordem de convergéncia, considerando n = 6,10, 18,32,56 e
r=2,34.

2

48 46 4 42 4 08 06 Tis a6 4 12 a4 08 06
log (h) log (h)

(a) [lull2. (b) vl
Figura 2: Ordem de convergéncia com r = 2, 3, 4.

Destacamos que nas Figuras 2(a) e 2(b), os graficos da ordem de convergéncia estao de acordo
com os resultados do Teorema 3.3, ou seja, as simulagoes computacionais sao consistentes com o
estudo analitico. Além disso, as estimativas (12) e (14) ndo dependem de p e, para ||u — un||z2(q)
e [[v —vnl[z2(q), @ ordem de convergéncia & O(h") para polinomios de grau 7 — 1, com r > 2. Além
disso, notamos que a ordem de convergéncia de vy, e up é 6tima.

4.2 Exemplo 2

Neste exemplo, nos assumimos que = [0, 1], a malha do dominio é uniforme, o espago de

elementos finitos é formado por fungoes de bases lineares e p(x) = ;—ﬁ, assim p~ = 3 e p™ = 5.
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As solugbes exatas sao

19683z
- 2586584
+ 6789783z"'% — 44341442™ + 19186202'% — 4974202' + 58786z — 1)

u(z) (167962°" — 18475620 + 918918z'Y — 27227202'% + 532532027 — 71891822'°

ev(x) = 3z — 33:2)%. Novamente, f(z) = vz (x) e as fungbes p(x), f(x),u(z) e v(x) estdo de
acordo com o Teorema 3.4.

As Figuras 3(a) e 3(b) mostram as soluc¢oes aproximadas up(z) e vp(x) comparadas com as
solucoes exatas u(z) e v(z), respectivamente. Usando n = 10 elementos finitos, a aproximacgao
obtida para u(z) é menos precisa do que no exemplo anterior.

(a) u(z) e up(z). (b) v(z) e v ().

Figura 3: Solugoes exatas u(z) e v(x) e solugdes aproximadas up(z) e vy ().

Na Figura 4, mostramos os graficos da ordem de convergéncia considerando n = 3,6, 10, 18, 32,
56,100,178,316,562 e r = 2,3, 4.

109 (lell,)

109 (lell,)

Kl
log (h) log (h)

(@) [lull2- (b) flvll2-

Figura 4: Ordem de convergéncia com r = 2,3, 4.

Lembremos que, a estimativa (16) no Teorema 3.4 ndo depende de p e na Figura 4(b) temos,
para ||v —vp||2(q), que a ordem de convergéncia ¢ O(h") para polinémios de grau r —1, com 7 > 2,
como esperado.

Na Figura 4(a), para ||u — us||z2(0), @ ordem de convergéncia existe mas estd abaixo da 6tima,
de fato, de acordo com a estimativa (18) a ordem de convergéncia depende de p~ e p' e esta
diminui quando p — +oc.
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5 Conclusoes

Neste artigo, estudamos uma equacao de viga nédo linear com o operador p(x)-biharmoénico em
um dominio unidimensional. Através de uma mudanga de variavel, o Problema (1) é transformado
em um sistema de duas equagoes diferenciais e provamos a existéncia, unicidade e regularidade da
solugdo fraca e da mesma forma para o problema discreto associado ao Problema (1). Mostramos
que a ordem de convergéncia e as estimativas de erro sao 6timas em alguns casos. Deduzimos
um método pratico para equacoes de quarta ordem com expoentes varidveis usando o método dos
elementos finitos classico com bases de Lagrange e demonstramos que é confidvel e eficiente, além
disso, utilizamos o software Matlab para implementar o problema e realizar simulac¢oes computa-
cionais para ilustrarem a teoria.

Como trabalhos futuros, pretendemos investigar o Problema (1) considerando a fungio f(z,u),
além de suposigoes apropriadas sobre a fungao de expoente variavel p(x).
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