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Resumo. Neste artigo, estudamos uma equação de viga não linear com o operador p(x)-biharmônico

em um domínio unidimensional. Transformamos o problema em um sistema de duas equações dife-

renciais e demonstramos a existência, unicidade e regularidade da solução fraca e da solução discreta.

Também investigamos a ordem de convergência e provamos algumas estimativas de erro. Em se-

guida, utilizamos as bases de Lagrange para obter um sistema algébrico de equações e, �nalmente,

implementamos os códigos computacionais no software Matlab e apresentamos dois exemplos para

ilustrar a teoria.
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1 Introdução

Seja Ω ⊂ R um domínio limitado com fronteira suave ∂Ω. Consideramos o problema de encon-
trar uma função u tal que {

∆2
p(x)u = f (x) , em Ω,

u = 0,∆u = 0, em ∂Ω,
(1)

onde ∆2
p(x) é o operador p(x)-biharmônico, de�nido por ∆2

p(x)u = ∆(|∆u|p(x)−2∆u), a função

p : Ω→ (1,∞) satisfaz, para todo x ∈ Ω,

1 < p− = inf
x∈Ω

p(x) ≤ p(x) ≤ p+ = sup
x∈Ω

p(x) <∞, (2)

e nós assumimos que f ∈ L2(Ω).
Em [3], Heidarkhani, Afrouzi, Moradi, Caristi e Ge estudaram o Problema (1) em Ω ⊂ RN ,

com N ≥ 2, f(x, u) ∈ C0(Ω×R) e max{2, N2 } < p−. Os autores utilizaram métodos variacionais e
comprovaram a existência de pelo menos uma solução fraca para o problema. Zhou [8] considerou
f(x, u) = λg(x, u) + µh(x, u) − a(x)|u|p(x)−2u no Problema (1) com a condições de fronteira do
tipo Navier. Impondo condições adequadas às funções a(x), g(x, u) e h(x, u) e utilizando métodos
variacionais, ele estabeleceu condições para a existência e não existência de soluções. Ourraoui
[6] estudou o Problema (1) com condições de fronteira do tipo Robin e provou a existência de
soluções com e sem estrutura variacional. El Amrouss, Fouzia e Moussaoui, em [2], consideraram
f(x, u) = βg(x, u) − α|u|p(x)−2u e condições de fronteira do tipo Neumann para o Problema (1).
Usando o teorema dos três pontos críticos, eles estabeleceram a existência de pelo menos três
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soluções para este problema. Os autores destacam que, para o Problema (1), não há na literatura
artigos que investigam simultaneamente a parte analítica e discreta, a ordem de convergência e os
resultados numéricos do referido problema.

2 Existência e unicidade de uma solução fraca

Através de Almeida, Duque, Ferreira e Panni [1] e Katzourakis e Pryer [4], nós de�nimos a
variável auxiliar

v = |∆u|p(x)−2
∆u ⇐⇒ |v|q(x)−2

v = ∆u, (3)

onde q : Ω→ R é o expoente conjugado de p(x) satisfazendo, para todo x ∈ Ω, q(x) = p(x)
p(x)−1 e

1 < q− =
p+

p+ − 1
≤ q(x) ≤ q+ =

p−

p− − 1
<∞. (4)

Usando (3), reescrevemos o Problema (1) como o seguinte sistema de equações diferenciais
∆v = f, em Ω,

∆u = |v|q(x)−2
v, em Ω,

u = 0, v = 0, em ∂Ω.

(5)

De�nição 2.1. O par (u, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) é uma solução fraca para o Problema (5) se, para

todo (ψ, η) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω), o seguinte sistema for satisfeito{
a (v, ψ) = − (f, ψ) , ∀ ψ ∈ H1

0 (Ω),

a (u, η) = −
(
|v|q(x)−2

v, η
)
, ∀ η ∈ H1

0 (Ω),
(6)

onde (· , ·) denota o produto interno em L2(Ω) e a forma bilinear a : H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) → R é

de�nida por

a (u, v) =

∫
Ω

∇u∇vdx, ∀ u, v ∈ H1
0 (Ω). (7)

Teorema 2.1. Sejam Ω um domínio limitado e aberto com ∂Ω de classe C2, f ∈ L2(Ω), p(x) e

q(x) de�nidos como (2) e (4). Então, existe um único par (u, v) ∈ H2(Ω)×H2(Ω) que é a solução

fraca para o Problema (5), no sentido da De�nição 2.1.

Demonstração (esboço): Como a forma bilinear a, de�nida em (7), é contínua e coerciva, então
pelo teorema de Lax-Milgram existe um único v ∈ H1

0 (Ω) tal que a primeira equação do Sistema
(6) é satisfeita. Uma vez que f ∈ L2(Ω) e ∂Ω possui classe C2, tem-se v ∈ H2(Ω). Através da
desigualdade de Hölder e do teorema de imersões de Sobolev [5, p. 44], se Ω ⊂ R e 1 < p(x) <∞,
então |v|q(x)−2v ∈ L2(Ω) e �nalmente repetimos os passos para a segunda equação.

3 Problema discreto

Denotamos por Th uma partição não degenerada do domínio Ω ⊂ R em intervalos com parâme-
tro h, ou seja, o conjunto Ω é subdividido em um número �nito de subconjuntos Tk, k = 1, . . . , n,
chamados de elementos �nitos, tais que as seguintes condições são satisfeitas:

i) Ω = ∪nk=1Tk;

ii) int(Tk) 6= ∅,∀ Tk ∈ Th;
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iii) int(Ti) ∩ int(Tj) = ∅,∀ Ti, Tj ∈ Th com i 6= j;

iv) Cada lado de Tk ou pertence à fronteira de Ω ou é lado de outro Ti ∈ Th;

v) Cada Tk tem fronteira Lipschitz contínua.

Denotamos por Vh o espaço de funções contínuas em Ω, que são polinômios de grau r− 1, com
r ≥ 2, em cada elemento de Th e que se anulam em ∂Ω, ou seja,

Vh =
{
u ∈ C0

0 (Ω);u|Tk
é um polinômio de grau r − 1 para todo Tk ∈ Th

}
.

3.1 Existência, unicidade e regularidade de solução discreta

De�nição 3.1. O par (uh, vh) ∈ Vh × Vh é uma solução discreta para o Problema (5) se, para

todo (ψh, ηh) ∈ Vh × Vh, o seguinte sistema for satisfeito{
(∇vh,∇ψh) = − (f, ψh) , ∀ ψh ∈ Vh,
(∇uh,∇ηh) = −

(
|vh|q(x)−2

vh, ηh

)
, ∀ ηh ∈ Vh.

(8)

Teorema 3.1. Se f ∈ L2(Ω), então existe uma única solução discreta (uh, vh) ∈ Vh × Vh para o

Problema (5), no sentido da De�nição 3.1.

Demonstração (esboço): Usando as desigualdades de Young, Poincaré e Hölder, e o teorema
de Brouwer, demonstra-se que existe uma solução discreta (uh, vh) ∈ Vh × Vh para o Problema
(5). A unicidade da referida solução é obtida por contradição supondo que existam duas soluções
diferentes.

Teorema 3.2. Seja (uh, vh) ∈ Vh×Vh a solução discreta do Problema (5) no sentido da De�nição

3.1. Então, para toda f ∈ L2(Ω),

‖vh‖H1
0 (Ω) ≤ C ‖f‖L2(Ω) , (9)

‖uh‖H1
0 (Ω) ≤ C max

{
‖f‖q

+−1
L2(Ω) , ‖f‖

q−−1
L2(Ω)

}
, (10)

onde C é uma constante.

Demonstração (esboço): Considerando ψh = vh e ηh = uh, através das desigualdades de Young
e Poincaré, e de imersões de Sobolev, obtemos (9) e (10).

3.2 Ordem de convergência

Para investigar a ordem de convergência do Problema (8), temos que analisar dois casos para
todo x ∈ Ω. Primeiro consideramos o caso 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ ≤ 2, que implica 2 ≤ q− ≤ q(x) ≤
q+ <∞, e então o caso 2 < p− ≤ p(x) ≤ p+ <∞, que corresponde a 1 < q− ≤ q(x) ≤ q+ < 2.

Teorema 3.3. Sejam Ω um domínio limitado e aberto com ∂Ω de classe C2, 1 < p− ≤ p(x) ≤
p+ ≤ 2 para todo x ∈ Ω, (u, v) a solução de (6) e (uh, vh) a solução de (8). Se u, v ∈ Hs(Ω), então

‖∇ (v − vh)‖L2(Ω) ≤ Ch
s−1 ‖v‖Hs(Ω) , (11)

‖v − vh‖L2(Ω) ≤ Ch
s ‖v‖Hs(Ω) , (12)

‖∇ (u− uh)‖L2(Ω) ≤ Ch
s−1 ‖u‖Hs(Ω) + Chs ‖v‖Hs(Ω) , (13)

‖u− uh‖L2(Ω) ≤ Ch
s ‖u‖Hs(Ω) + C

(
hs + hs+1

)
‖v‖Hs(Ω) , (14)

onde 1 ≤ s ≤ r e C é uma constante.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0253 010253-3 © 2022 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0253


4

Demonstração (esboço): Para a primeira equação do Problema (8), a demonstração é idêntica
à de Thomée [7, Teorema 1.1, p. 5], assim obtemos (11) e (12).

Usamos o operador de interpolação no espaço de elementos �nitos Vh e através das desigualdades
de Minkowski, Hölder, Young e Poincaré e das imersões de Sobolev, concluímos (13) e (14).

Teorema 3.4. Sejam Ω um domínio limitado e aberto com ∂Ω de classe C2, 2 < p− ≤ p(x) ≤
p+ < ∞ para todo x ∈ Ω, (u, v) a solução de (6) e (uh, vh) a solução de (8). Se u, v ∈ Hs(Ω),
então

‖∇ (v − vh)‖L2(Ω) ≤ Ch
s−1 ‖v‖Hs(Ω) , (15)

‖v − vh‖L2(Ω) ≤ Ch
s ‖v‖Hs(Ω) , (16)

‖∇ (u− uh)‖L2(Ω) ≤ Ch
s−1 ‖u‖Hs(Ω) + C max

{
h

s

p−−1 ‖v‖
1

p−−1

Hs(Ω) , h
s

p+−1 ‖v‖
1

p+−1

Hs(Ω)

}
, (17)

‖u− uh‖L2(Ω) ≤ Ch
s ‖u‖Hs(Ω) + C(1 + h) max

{
h

s

p−−1 ‖v‖
1

p−−1

Hs(Ω) , h
s

p+−1 ‖v‖
1

p+−1

Hs(Ω)

}
, (18)

onde 1 ≤ s ≤ r e C é uma constante.

Demonstração (esboço): Análoga à demonstração do Teorema 3.3.

4 Resultados numéricos

Nesta seção, apresentamos os resultados de uma implementação da teoria no software Matlab,
onde validamos o código e analisamos a ordem de convergência.

4.1 Exemplo 1

Neste exemplo, pretendemos ilustrar os resultados do Teorema 3.3. Consideremos o problema
(5) onde Ω = [0, 1], p(x) = 20x+14

10x2+10 e as soluções exatas são

u(x) =
62500000x

186279093

(
30045015x31 − 320480160x30 + 1541620080x29 − 4404628800x28

+ 8279070800x27 − 10699106880x26 + 9629196192x25 − 5960930976x24

+ 2429727300x23 − 589024800x22 + 64512240x21 − 11
)

e v(x) = (10x2 − 10x3)
−10x2+20x+4

x2+1 . Neste caso, a função f(x) é determinada por f(x) = vxx(x).
Nós destacamos que, p(x), f(x), u(x) e v(x) estão de acordo com o Teorema 3.3, ou seja, 1 <
p− = 1.4 ≤ p(x) ≤ p+ ≈ 1.9 ≤ 2, f ∈ L2(Ω) e u, v ∈ Hs(Ω) com s = 1, 2, 3, 4. Para o método dos
elementos �nitos, consideramos que a malha do domínio é uniforme e que o espaço dos elementos
�nitos é formado por funções de base lineares (r = 2).
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(a) u(x) e uh(x). (b) v(x) e vh(x).

Figura 1: Soluções exatas u(x) e v(x) e soluções aproximadas uh(x) e vh(x).

As Figuras 1(a) e 1(b) mostram as soluções aproximadas uh(x) e vh(x) comparadas com as
soluções exatas u(x) e v(x), respectivamente. Neste caso, usamos n = 10 elementos �nitos e
observamos que mesmo com poucos elementos �nitos, boas aproximações são obtidas.

Para estudar numericamente a ordem de convergência, simulamos para diferentes valores de h
e calculamos a norma em L2(Ω) do erro

‖e‖2 =

(
n∑

k=1

∫
Tk

|u− uh|2 dx

) 1
2

.

Plotando log(h) e log(‖e‖2), o declive da reta obtida indica a ordem de convergência numérica.
Na Figura 2, mostramos os grá�cos de ordem de convergência, considerando n = 6, 10, 18, 32, 56 e
r = 2, 3, 4.

(a) ‖u‖2. (b) ‖v‖2.

Figura 2: Ordem de convergência com r = 2, 3, 4.

Destacamos que nas Figuras 2(a) e 2(b), os grá�cos da ordem de convergência estão de acordo
com os resultados do Teorema 3.3, ou seja, as simulações computacionais são consistentes com o
estudo analítico. Além disso, as estimativas (12) e (14) não dependem de p e, para ‖u− uh‖L2(Ω)

e ‖v− vh‖L2(Ω), a ordem de convergência é O(hr) para polinômios de grau r− 1, com r ≥ 2. Além
disso, notamos que a ordem de convergência de vh e uh é ótima.

4.2 Exemplo 2

Neste exemplo, nós assumimos que Ω = [0, 1], a malha do domínio é uniforme, o espaço de
elementos �nitos é formado por funções de bases lineares e p(x) = x+5

x+1 , assim p− = 3 e p+ = 5.
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As soluções exatas são

u(x) =
19683x

2586584

(
16796x21 − 184756x20 + 918918x19 − 2722720x18 + 5325320x17 − 7189182x16

+ 6789783x15 − 4434144x14 + 1918620x13 − 497420x12 + 58786x11 − 1
)

e v(x) = (3x − 3x2)
40

x+1 . Novamente, f(x) = vxx(x) e as funções p(x), f(x), u(x) e v(x) estão de
acordo com o Teorema 3.4.

As Figuras 3(a) e 3(b) mostram as soluções aproximadas uh(x) e vh(x) comparadas com as
soluções exatas u(x) e v(x), respectivamente. Usando n = 10 elementos �nitos, a aproximação
obtida para u(x) é menos precisa do que no exemplo anterior.

(a) u(x) e uh(x). (b) v(x) e vh(x).

Figura 3: Soluções exatas u(x) e v(x) e soluções aproximadas uh(x) e vh(x).

Na Figura 4, mostramos os grá�cos da ordem de convergência considerando n = 3, 6, 10, 18, 32,
56, 100, 178, 316, 562 e r = 2, 3, 4.

(a) ‖u‖2. (b) ‖v‖2.

Figura 4: Ordem de convergência com r = 2, 3, 4.

Lembremos que, a estimativa (16) no Teorema 3.4 não depende de p e na Figura 4(b) temos,
para ‖v−vh‖L2(Ω), que a ordem de convergência é O(hr) para polinômios de grau r−1, com r ≥ 2,
como esperado.

Na Figura 4(a), para ‖u− uh‖L2(Ω), a ordem de convergência existe mas está abaixo da ótima,
de fato, de acordo com a estimativa (18) a ordem de convergência depende de p− e p+ e esta
diminui quando p→ +∞.
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5 Conclusões

Neste artigo, estudamos uma equação de viga não linear com o operador p(x)-biharmônico em
um domínio unidimensional. Através de uma mudança de variável, o Problema (1) é transformado
em um sistema de duas equações diferenciais e provamos a existência, unicidade e regularidade da
solução fraca e da mesma forma para o problema discreto associado ao Problema (1). Mostramos
que a ordem de convergência e as estimativas de erro são ótimas em alguns casos. Deduzimos
um método prático para equações de quarta ordem com expoentes variáveis usando o método dos
elementos �nitos clássico com bases de Lagrange e demonstramos que é con�ável e e�ciente, além
disso, utilizamos o software Matlab para implementar o problema e realizar simulações computa-
cionais para ilustrarem a teoria.

Como trabalhos futuros, pretendemos investigar o Problema (1) considerando a função f(x, u),
além de suposições apropriadas sobre a função de expoente variável p(x).
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