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Resumo: Sejam {u,}n>0 € {Sn}n>0 sequéncias de polinomios tais que
unp(x) = Sp(z) + ap—1Sp-1(x), n>1,

onde {ap}n>0 € R e uy sdo os polinémios ortogonais de Chebyshev de sequnda espécie. Nosso
interesse € descobrir quando que {Sy}n>0 € uma sequéncia de polinémios ortogonais.

Marcelldn e Petronilho [4] resolveram este problema impondo condigoes sobre os coeficientes
an. FEles também obtiveram uma relagao entre os funcionais lineares relacionados aos polinomios
ortogonais citados. Usando resultados para recuperacao da medida de ortogonalidade via deter-
minantes de Turdn [5], determinamos tanto a sequéncia de coeficientes a,, para que {Sy}n>0
seja ortogonal e ndo apenas o funcional linear, mas sim a fun¢ao peso com relagao a qual os
correspondentes polinémios S, sao ortogonais. Em outras palavras, a resposta a questao for-
mulada acima foi obtida de wma maneira totalmente diferente e independente da abordagem de
Marcellan e Petronilho, sendo a nossa abordagem totalmente analitica enquanto a outra total-
mente algébrica.

Palavras-chave: Polinomios Ortogonais, Combinagoes Lineares de Polinomios, Polinomios de

Chebyshev.

1 Introducao

Sejam
un(x) = Sp() + an—1S-1(z), n>1, (1)

onde a, € R, n > 0 e u, sao os polinémios ortonormais de Chebyshev de segunda espécie.
Sabemos que estes polinémios sdo ortonormais com relagao a fungao peso

22

™

no intervalo (—1,1) e que satisfazem a relacao de recorréncia de trés termos
Un () = 2xUp—1(x) — Up—o(x), n>2, (2)

com ug(z) = 1 e uj(xz) = 2. Para mais detalhes sobre esses polindmios consulte, por exemplo,
o texto classico de Chihara, [1].

Neste trabalho, encontraremos condigoes suficientes sobre os coeficientes a,,, n > 0, para que
{Sn}n>0 seja uma sequéncia de polinémios ortogonais com relagao a uma certa medida d¢. Em
seguida, apresentaremos a forma explicita de d¢. Em outras palavras, demonstraremos aqui o
seguinte teorema:
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Teorema 1.1. Se

. . n>2,
anfl(an72 - anfl) +1 (3)

|a0\ < 1/2,

Ay —

entdo {Sp}n>0 € uma sequéncia de polinémios ortogonais com relagio a medida

do(z) = 4—:0 (x + 1> V1 —22dz,

2&0
no intervalo (—1,1).

Nossa abordagem consistird em utilizar o seguinte resultado, encontrado no trabalho de
Mété, Nevai e Totik [5].

Teorema 1.2. Dada uma sequéncia de polinémios ortonormais {pn}n>0 que satisfaz a relagdo
de recorréncia de trés termos

5n+1pn(x) = ($ - 5n)pn—l<$) - 5npn—2<$)

tal que os coeficientes dessa relagao satisfazem as condigcoes de Nevai

1
lim 6, = o nh_)rr;o Bn =0 (4)

n—o0

e sdo de variacao limitada, isto €,
(o]
Y 18n+2 = Gnval + 1Bus1 — Busa| < oo,
n=0

entdo do(x) = w(x)dx, com w(x) estritamente positiva e continua em (—1,1). Além disso

Jim [[pn(2)]” = posa(@)pnr (2)] = iﬁ

uniformemente em todo subconjunto compacto de (—1,1).

2 Ortogonalidade dos polinémios S,

Através da relagao (2), substituindo cada polinémio u,, pela combinagao linear de S, e S,_1
dada por (1), obtemos o seguinte resultado:

Lema 2.1. Os polinomios S, podem ser obtidos através da relacdo de recorréncia de quatro
termos:

Sp(x) = (22 — ap—1)Sn—1(x) + 2zan—2 — 1)Sp—2(x) — an—3Sp—3(x), (5)
para n > 2, onde S_1(z) =a_1 =0, So(z) =1 e Si(x) = 2z — ap.
Usando o lema anterior, podemos estabelecer uma outra relagao para os polindmios S,,.

Lema 2.2. Paran > 4, os polinémios S, satisfazem

Sp(x) = [20 — apn-1+ an—2] Sn-1(2) — WSn—2(x) — (@n-3 — an—27n—-1)Sn-3(x)
(6)

n—3
+Y (1) a0 an-san-2(ajo1 — ajv;41)Sj-1(2),
7=1
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onde vp, = [an—2(an-3 — an—2) + 1], para n > 2 com a_1 =0, sendo

Sz() 22 — az + a1] Sa(x) — 7351(x) — (ap — a1v2)So(7),
So(z) = [2z — a1 + ao] Si(x) — Y2S0(x),
Si(x) = [2z— ao] So(w),

e So(z) = 1.

Note que se a;_1 — a;7v;+1 = 0 para j > 1, isto &, se

aj—1 .
a; = , > 2, 7
J aj_l(aj_g — aj_l) +1 J ( )

__ap <
com a1 = 3 2 pela relacao (6), temos

Sp(z) = [22 — an—1 + an—2] Sn—1(z) — 1Sn—2(z),

com So(z) =1e Si(z) = (2z — ap)So(x). Assim, os polindomios S,, satisfazem a uma relacao de
recorréncia de trés termos, com 7, > 0. Logo, pelo classico Teorema de Favard (consulte, por
exemplo, [1]), {Sn}n>0 ¢ uma sequéncia de polindomios ortogonais.

A seguir enunciaremos alguns resultados sobre os coeficientes a, que serao de extrema im-
portancia para obtermos a medida de ortogonalidade de .5,.

Primeiramente, usando a condigao (7) para os coeficientes a,, e o principio da indugao finita,
obtemos as seguintes representacgoes para tais coeficientes:

Lema 2.3. Seja {an}n>0 uma sequéncia de coeficientes que satisfazem a relagdo (7). Entao,

2 2
agm = aom e Aamt1 = aom, m >0, (8)
onde
Qmi1(ag) = —ajQm(ag) + Rm(ap), (9)
Rm+1(ag) = _a(Q)Qm(a?)) + (1 - a%)Rm(a%), (10)

com Qo = Ry = 1. Em particular, se ag =0, entdo Sy(x) = up(x), n > 1.
Lema 2.4. Seja {an}n>0 uma sequéncia de coeficientes que satisfazem a relagdo (7). Entao,

v — a0(1 + do)(1 = 2a5 + do)™ — (1 — do)(1 — 2a§ — do)™ ()
" (1 —2a3 + do)™*+! — (1 — 2a3 — do)m+! ’

B 2a0 [(1 — 2a3 + do)™"* — (1 — 2a3 — do)™ ] 12)
G T (1 do)(1 — 202 + do)™ . — (1 — do)(1 — 2a2 — do)™ 1’
com dg = /1 — 4a(2).

Demonstragao: Note que as relagoes (9) e (10) formam um sistema de equagoes de diferengas.
Para encontrarmos a forma explicita para R,, e @.,, basta encontrar a solucao desse sistema e
substituirmos a solugao no lema anterior. ]

Para encontrarmos a medida com relagao a qual 5, é ortogonal, precisamos transformar os
polinémios ortogonais S, em polindmios ortonormais, para tal abordagem nos referenciamos a
[3]. Vamos denotar por

n—1 —1/2
Sn(z) = (H lag(ar—1 — ag) + 1]> S, (),

k=0
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com so(x) =1 e a_1; = 0, o polindémio S,, ortonormalizado. Definindo
n—1 1/2
Ty = H la(ar—1 — ar) + 1] ,
k=0
obtemos a nova combinacao linear entre os polindémios ortonormais u, € sy,
TnSn(T) + ap_1Tn—15n—1(x) = up(x). (13)

Além disso, os polinémios ortonormais s,, satisfazem a relacdo de recorréncia de trés termos

_ —9 — Oy 1 1 — Qp— _ _3 — Qp— 1
\/an 1(an 22 an 1)+ sn(x): (QZ— 7 12 an 2> Sn_l(x)_\/an 2(an 32 an 2)+ Sn_Q(fL'),
2 —
com so(x) =1e si(x) = S
1—a?
0

Dada a forma explicita para os coeficientes a,,, obtemos as seguintes expressoes limites:

Lema 2.5. Para 1

‘aO, < 57
com ag # 0,

1—dy V2a

li = li = —.

nee T 24, C T s,

Utilizando os resultados anteriores e algumas manipulagoes algébricas, nao ¢ dificil mostrar

que as hipoteses do Teorema 1.2 sdo todas satisfeitas. Assim, de posse de todos os resultados
apresentados, podemos demonstrar o teorema principal deste trabalho.

(14)

Teorema 2.1. Seja
TnSn(T) + ap—1Tn-18n—1(x) = up(z), n>1, (15)

onde {u,} denota a sequéncia de polinomios ortonormais de Chebyshev de sequnda espécie. Se

an—1
ap = n n>1

an—l(an—2 - an—l) + 1’ -

com a_1 =0, entao a sequéncia {s,} também € uma sequéncia de polinémios ortogonais. Além
disso, denotando por d¢ a medida com relagdo a qual s, € ortonormal, se

1

‘a0| < 57

com ag # 0, entao d¢ € absolutamente continua em (—1,1) e dp(x) = w(x)dx, com w estrita-
mente positiva e continua em (—1,1). Ademais, a fun¢do peso w(x) € dada por

w(z) = 0 (H 1) N

s 2ag

Demonstragao: Usando (15), obtemos

U2 () — Un1 () un—1(2) = [Tpsn(@) + an_1mp_15n—1(z)]°

s 1501(2) + U n3n ()] [Tt 5m1(2) + Gnzinzsna(@)]. OO
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Fazendo n tender ao infinito em (16) e usando o Lema 2.5, obtemos

i 2 (2)—u T)u )| = 2a% im [s2(z) — s x)s T
Jim [?nfm(;o wr(@a (@)] = T Hm [5(@) — s ()80 (2)] -
+ = T2 () = s (@)sn-2(2)] + ao 1 [sn (2)n-1(2) —n1()n ()]

Do Teorema 1.2, podemos afirmar que

i [5200) = s (2)saa(o)] = 2 (18)

Ademais, utilizando um resultado semelhante ao Teorema 1.2, encontrado em [2], e sabendo

que ug(x) = 42> —1e u(()l)(sv) = 1, o polinémio associado, obtemos

2 /11— T2(x)

lim [s,(2)sp—1(z) — sSpt1(2)sn—2(x)] = —Wsinal[T’(a:)]

n—00 s
4 1 — a2
_ x| V1—2? x (19)

onde 1
T(z) = 3 (uz(a:) - u(()l)(x)> =222 — 1.
Assim, utilizando as igualdades (17), (18) e (19) e a identidade para os polinémios ortonor-
mais de Chebyshev

2

W2(2) — et (@)1 (2) = 1,

obtemos

2a? 2\/1—$2+1—dog\/1—$2

1= lim [ui(x) _un+1(x)un_1(m)] -

n—o0 1-— d() ; ’LU(JI) 2 ™ w(m)
dr /1 — 22
+ag——F7——
T w(x)

41—2? N 1
= ———ap|lz+—).
T w(z) 0 2ay

Portanto, obtemos o resultado desejado, ou seja,

w(z) = 0 <3:+ 1> V1— a2,

T 2ag

Observe que w(z) > 0, mas nao identicamente nula em (—1,1) se, e somente se, |ag| < 5.
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