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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos como obter as formulas de quadratura de Gauss (com extensdo aos
casos de Radau e Lobatto) a partir de férmulas de quadratura no circulo unitario.

Polinémios ortogonais no circulo unitiario Denote por T = {z € C : |z| = 1} o circulo unitério do
plano complexo. Seja w : [—m, 7] — C uma fungio tal que a forma (, ) : P(C) x P(C) — C dada por

™
0= [ Pl )alc(6) do
—T

defina um produto interno no espago vetorial P(C) das fun¢des polinomiais complexas. Diremos que w
¢ uma fungdo peso em T. Uma sequéncia de polindmios (P,,(z)),>¢ tal que ®,,(z) tem sempre grau n,
(D, D) = 0sen # ke (P,,P,) é real positivo é chamada sequéncia de polinémios ortogonais em
rela¢do a w. A exigéncia de que todos os ®,,(z) sejam monicos garante a unicidade da sequéncia.

As propriedades elementares dos ®,, sdo tratadas, por exemplo, em [3]. Entre elas, estd o fato de
que os zeros de ®,,(z) (n > 1) pertencem ao disco unitdrio aberto, ou seja, ttm médulo menor que 1.
Merecem destaque também as férmulas de recorréncia, dadas por

Bp1(2) = 2B(2) + Boas (0)(2),
Br1(2) = (1 [D41(0)[2) 2 @0 (2) + D1 ()8 (2),

paran > 1, assumindo aqui que todos os ®,, sio mOnicos. A notagdo * se refere ao polindémio reciproco,
definido por p*(z) = 2"p(z~ 1), onde n é o grau do polindmio p(z).

Quadratura de Szegé Considere agora o problema de aproximar uma integral em T por uma férmula
que dependa apenas dos valores do integrando em pontos pré-fixados, ou seja,

" HENw(0)d0 ~ 3 NS (21,
- k=0

onde w € uma funcdo peso em T, os A\g, chamados pesos, ndo dependem de f e os xj, chamados nds,
também sdo fixos, K = 1,...,n. Uma férmula do tipo acima é chamada férmula de quadratura, e se
houver “=" no lugar de “~” para um certa fungio f, dizemos que a quadratura é exata para f.

E possivel construir férmulas de quadratura de n nés que sejam exatas para todas as funcdes em um
certo espaco vetorial de dimensao 2n — 1; além disso, tal espaco € maximal. No entanto, diferentemente
do que ocorre com polindmios ortogonais na reta, ndo se pode usar como nés os zeros dos polindmios
ortogonais com relagdo a w, uma vez que eles ndo pertencem a T.

Dado n > 1, considere o polindmio ®,,(z) + 7P} (z), onde |7| = 1. Seus zeros sdo sempre distintos
e pertencem a T, portanto podem ser usados como nés da quadratura.
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Teorema. Denote A_(;,_1),—1 = span {zF © —(n—1) <k <n—1}. Sejaw uma fungdo peso em T e
fixen > 1 et € T qualquer; sejam &1, ..., &, as raizes de O, (2) + 7P} (2). Existem A1, ..., \, fixos,
que sdo reais positivos, tais que

FE)w(0)db =3 NS (&) = Sulf), Vf €A iy 2
-n k=1

Por outro lado, se uma formula de quadratura com n nds é exata para toda f € A_(;,_y) 1, entdo
seus nds sdo as raizes de ®,,(z) + 79X (2), onde |7| = 1.
Por fim, ndo existe formula de quadratura exata para toda f € A_,,_y,, outoda f € A_p 1.

A regra de quadratura S,, como no teorema acima se chama férmula de quadratura de Szegd.

Obtendo quadraturas em T a partir da quadratura em [—1,1] Seja o uma fungio peso no inter-
valo [—1, 1]. Definindo w(f) = o(cosf) [sin @], temos que w é uma func¢do peso no circulo unitdrio, é
simétrica e seus polindmios ortogonais monicos ¢, (z) t€m coeficientes todos reais. E possivel obter os
polinémios ortogonais em relacdo a o a partir dos ®,, ([3], teorema 11.5).

Considere as quadraturas de Gauss, Gauss-Radau e Gauss-Lobatto em [—1, 1], que tém a forma geral

1 m
| F@ota)do~ Af1) + BA-D + 3 Acf(@) e
-1 k=1
onde zp = cosf, k = 1,...,m; no caso Gauss A = B = 0 e xj, sdo os zeros do m-ésimo polindmio

ortogonal com relagdo a o(x), no caso de Gauss-Radau A = 0 ou B = 0 e x, sdo os zeros do m-ésimo
polindmio ortogonal com rela¢do a (1 — x)o(z) ou (1 + z)o(x) e no caso de Gauss-Lobatto z, sdo os
zeros do m-ésimo polindmio ortogonal com relagio a (1 — z2)o ().

Teorema. Sejam o uma func¢do peso no intervalo [—1,1] e w uma fungdo peso no circulo unitdrio tais
que w(0) = o(cosh)|sinb|, 0 € (—m,w|. Seja Sy, a formula de quadratura de Szegé para w como em
(1) com &, = e*Vx,
(i) Sen =2meT =1entdo Sy(f) =3 ey Aklf (&) + f(&)] com Ay e 0y, dados por (2) no caso
Gauss.

(ii) Sen = 2m e T = —1 entdo Sy(f) = 2Af(1) + 2Bf(=1) + S0 Aplf (&) + f(&)] com
A, B, Ay e 0y dados por (2) no caso Gauss-Lobatto,

(iii) Sen = 2m + 1 e T = 1entdo S,(f) = 2Bf(—1) + > ey Ak[f (&) + f(&k)] com B, Ag, 6
dados por (2) no caso Gauss-Radau,

(iv) Sen =2m+1er = —1entdo S,(f) = 2Af(1) + o1t Aplf (&) + f(Ek)] com A, Ay e 6y
dados por (2) no caso Gauss-Radau.

Pelo teorema acima, os pesos das férmulas “tipo Gauss” coincidem com os das férmulas de Szeg6
(a ndo ser por um fator 2 nos extremos) e seus nds s@o as partes reais dos nds da quadratura de Szegd.
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