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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos como obter as fórmulas de quadratura de Gauss (com extensão aos
casos de Radau e Lobatto) a partir de fórmulas de quadratura no cı́rculo unitário.

Polinômios ortogonais no cı́rculo unitário Denote por T = {z ∈ C : |z| = 1} o cı́rculo unitário do
plano complexo. Seja ω : [−π, π]→ C uma função tal que a forma 〈 , 〉 : P(C)× P(C)→ C dada por

〈p, q〉 =

∫ π

−π
p(eiθ)q(eiθ)ω(θ) dθ

defina um produto interno no espaço vetorial P(C) das funções polinomiais complexas. Diremos que ω
é uma função peso em T. Uma sequência de polinômios (Φn(z))n≥0 tal que Φn(z) tem sempre grau n,
〈Φn,Φk〉 = 0 se n 6= k e 〈Φn,Φn〉 é real positivo é chamada sequência de polinômios ortogonais em
relação a ω. A exigência de que todos os Φn(z) sejam mônicos garante a unicidade da sequência.

As propriedades elementares dos Φn são tratadas, por exemplo, em [3]. Entre elas, está o fato de
que os zeros de Φn(z) (n ≥ 1) pertencem ao disco unitário aberto, ou seja, têm módulo menor que 1.
Merecem destaque também as fórmulas de recorrência, dadas por

Φn+1(z) = zΦn(z) + Φn+1(0)Φ∗
n(z),

Φn+1(z) = (1− |Φn+1(0)|2) zΦn(z) + Φn+1(0)Φ∗
n+1(z),

para n ≥ 1, assumindo aqui que todos os Φn são mônicos. A notação ∗ se refere ao polinômio recı́proco,
definido por p∗(z) = znp(z−1), onde n é o grau do polinômio p(z).

Quadratura de Szegő Considere agora o problema de aproximar uma integral em T por uma fórmula
que dependa apenas dos valores do integrando em pontos pré-fixados, ou seja,∫ π

−π
f(eiθ)ω(θ) dθ ≈

n∑
k=0

λkf(zk),

onde ω é uma função peso em T, os λk, chamados pesos, não dependem de f e os xk, chamados nós,
também são fixos, k = 1, . . . , n. Uma fórmula do tipo acima é chamada fórmula de quadratura, e se
houver “=” no lugar de “≈” para um certa função f , dizemos que a quadratura é exata para f .

É possı́vel construir fórmulas de quadratura de n nós que sejam exatas para todas as funções em um
certo espaço vetorial de dimensão 2n− 1; além disso, tal espaço é maximal. No entanto, diferentemente
do que ocorre com polinômios ortogonais na reta, não se pode usar como nós os zeros dos polinômios
ortogonais com relação a ω, uma vez que eles não pertencem a T.

Dado n ≥ 1, considere o polinômio Φn(z) + τΦ∗
n(z), onde |τ | = 1. Seus zeros são sempre distintos

e pertencem a T, portanto podem ser usados como nós da quadratura.
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Teorema. Denote Λ−(n−1),n−1 = span {zk : −(n− 1) ≤ k ≤ n− 1}. Seja ω uma função peso em T e
fixe n ≥ 1 e τ ∈ T qualquer; sejam ξ1, . . . , ξn as raı́zes de Φn(z) + τΦ∗

n(z). Existem λ1, . . . , λn fixos,
que são reais positivos, tais que∫ π

−π
f(eiθ)ω(θ) dθ =

n∑
k=1

λkf(ξk) := Sn(f), ∀f ∈ Λ−(n−1),n−1. (1)

Por outro lado, se uma fórmula de quadratura com n nós é exata para toda f ∈ Λ−(n−1),n−1, então
seus nós são as raı́zes de Φn(z) + τΦ∗

n(z), onde |τ | = 1.
Por fim, não existe fórmula de quadratura exata para toda f ∈ Λ−(n−1),n ou toda f ∈ Λ−n,n−1.

A regra de quadratura Sn como no teorema acima se chama fórmula de quadratura de Szegő.

Obtendo quadraturas em T a partir da quadratura em [−1, 1] Seja σ uma função peso no inter-
valo [−1, 1]. Definindo ω(θ) = σ(cos θ) |sin θ|, temos que ω é uma função peso no cı́rculo unitário, é
simétrica e seus polinômios ortogonais mônicos Φn(z) têm coeficientes todos reais. É possı́vel obter os
polinômios ortogonais em relação a σ a partir dos Φn ([3], teorema 11.5).

Considere as quadraturas de Gauss, Gauss-Radau e Gauss-Lobatto em [−1, 1], que têm a forma geral∫ 1

−1
F (x)σ(x) dx ≈ Af(1) +Bf(−1) +

m∑
k=1

Akf(xk), (2)

onde xk = cos θk, k = 1, . . . ,m; no caso Gauss A = B = 0 e xk são os zeros do m-ésimo polinômio
ortogonal com relação a σ(x), no caso de Gauss-Radau A = 0 ou B = 0 e xk são os zeros do m-ésimo
polinômio ortogonal com relação a (1 − x)σ(x) ou (1 + x)σ(x) e no caso de Gauss-Lobatto xk são os
zeros do m-ésimo polinômio ortogonal com relação a (1− x2)σ(x).

Teorema. Sejam σ uma função peso no intervalo [−1, 1] e ω uma função peso no cı́rculo unitário tais
que ω(θ) = σ(cos θ) |sin θ|, θ ∈ (−π, π]. Seja Sn a fórmula de quadratura de Szegő para ω como em
(1) com ξk = eiθk .

(i) Se n = 2m e τ = 1 então Sn(f) =
∑m

k=1Ak[f(ξk) + f(ξk)] com Ak e θk dados por (2) no caso
Gauss.

(ii) Se n = 2m e τ = −1 então Sn(f) = 2Af(1) + 2Bf(−1) +
∑m−1

k=1 Ak[f(ξk) + f(ξk)] com
A, B, Ak e θk dados por (2) no caso Gauss-Lobatto;

(iii) Se n = 2m + 1 e τ = 1 então Sn(f) = 2Bf(−1) +
∑m

k=1Ak[f(ξk) + f(ξk)] com B, Ak, θk
dados por (2) no caso Gauss-Radau;

(iv) Se n = 2m + 1 e τ = −1 então Sn(f) = 2Af(1) +
∑m

k=1Ak[f(ξk) + f(ξk)] com A, Ak e θk
dados por (2) no caso Gauss-Radau.

Pelo teorema acima, os pesos das fórmulas “tipo Gauss” coincidem com os das fórmulas de Szegő
(a não ser por um fator 2 nos extremos) e seus nós são as partes reais dos nós da quadratura de Szegő.
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