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Seja uma função f : Rd → R, na qual sabemos seu valor funcional para um conjunto de pontos
L ⊂ Rd. A interpolação polinomial consiste na ideia de construir um polinômio, P : Rd → R,
tal que P (x) = f(x) para todo x ∈ L. O conjunto L é dito posicionado, ou posicionado para a
interpolação de Lagrange, [1] quando P existe e é único.

A interpolação polinomial nos ajuda a resolver diversos tipos de problemas, como a análise
de experimentos científicos [2], integração numérica [3] e otimização [4]. O interesse em calcular
polinômio interpolador ocorre principalmente devido ao conhecimento do valor funcional de apenas
um conjunto finito de pontos. Há ainda casos em que a função é conhecida e pode ser avaliada em
diversos pontos, mas o seu cálculo exige operações muito custosas.

O objetivo deste estudo é encontrar e programar um método de calcular polinômios interpo-
ladores para um conjunto de pontos de apoio dado em Rd, ou seja, um polinômio interpolador
multivariado. Assumindo um conjunto L posicionado, existem diversas formas de construir um
polinômio interpolador. Neste trabalho, estamos interessados na extensão dos polinômios interpo-
ladores de Lagrange para o caso multidimensional [1].

Vamos definir Πd
n como o espaço dos polinômios em d variáveis com grau no máximo n. Uma

base para esse espaço é a base dos monômios. Como um exemplo, a base dos monômios para Π3
2 é

{1, ξ1, ξ2, ξ3, ξ1ξ2, ξ1ξ3, ξ2ξ3, ξ21 , ξ22 , ξ23}, onde 1 representa a função constante e igual a 1 (monômio
de grau 0). É fácil observar que a base dos monômios possui naturalmente blocos, nos quais o grau
dos monômios é o mesmo. No exemplo anterior, temos 3 blocos, associados com grau 0, 1 e 2.

Fixando d e assumindo a existência e unicidade do polinômio interpolador no conjunto L,
primeiramente separamos os pontos de L em blocos, seguindo a mesma estrutura de blocos da base
de monômios. Desta forma, denotando por rdn o número de monômios d-dimensionais com grau
exatamente n, podemos reescrever L da seguinte forma:
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{
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1 | x(1)
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rd1
| · · · | x(n0)
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}
=
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x0 x1 . . . xn0 . . .

}
.

Com tal feito, estudamos duas ferramentas para a construção do polinômio interpolador. A pri-
meira consiste nos polinômios fundamentais de Newton, denotados por p

[n0]
j ∈ Πd

n0
, com n0 ≤

n ∈ N e j = 1, . . . , rdn0
. Cada bloco n0 de polinômios fundamentais está associada a um bloco

xn0 . Os polinômios devem satisfazer a propriedade de se anularem em todos os pontos de blo-
cos anteriores, i = 0, . . . , n0 − 1, e devem valer 1 em apenas um ponto do seu bloco. Com
isso, estão unicamente definidos e seu cálculo pode ser efetuado com aplicações simples de Ál-
gebra [5]. A outra ferramenta consiste na versão generalizada das diferenças divididas, denotadas
por λn0

[
x0, . . . ,xn0−1, x

]
f, x ∈ Rd. Quando d = 1, é possível mostrar que tais valores estão

associados às diferenças divididas tradicionais [3], além disso, as diferenças divididas generalizadas
também servem como multiplicadores de polinômios na construção do polinômio interpolador.
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Utilizando polinômios fundamentais de Newton e diferenças divididas generalizadas, provamos
o teorema apresentado em [1], que fornece a forma de calcular o polinômio interpolador, dada por

P (x) =

n∑
j=0

rdj∑
i=1

λj [x
0, . . . ,xj−1, x

(j)
i ]f · p[j]i (x). (1)

Implementamos um algoritmo na linguagem Julia e realizamos diversos experimentos numéricos
com funções conhecidas para avaliar o bom funcionamento do método. Os polinômios encontrados
foram utilizados para tentar obter aproximações para minimizadores para algumas funções de [6].

Como exemplo, na Figura 1(a) podemos ver a aproximação da função de Matyas [6], dada por
m(x) = 0.26(x2

1 +x2
2)− 0.48x1x2. Escolhemos um conjunto de 6 pontos para formar o conjunto L,

para os quais o valor de m foi dado. O resultado pode ser observado na imagem (b) da Figura 1,
onde temos a projeção no plano xy tanto das curvas de nível da função m nas curvas cheias, quanto
do polinômio interpolador nas linhas, além dos pontos de L destacados em verde. É possível notar
a precisão do polinômio interpolador em comparação a função original, isso ocorre uma vez que
polinômio interpolador é calculado para n = 2, que é justamente o grau da função de Matyas.

(a) (b)

Figura 1: (a) Função de Matyas. (b) Curvas de nível do polinômio interpolador encontrado repre-
sentado nas linhas, curvas de nível da função original nas curvas cheias e pontos de L em verde.
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