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Neste trabalho estudamos condigoes necessarias de otimalidade sequenciais para certos pro-
blemas de controle 6timo envolvendo restri¢oes de controle mistas na forma de desigualdades. A
motivacao desta investigagao vem da programacao nao linear, mais especificamente das condigoes
AKKT, caso finito [1] e caso infinito [2]. Dadas as fungoes £ : R"xR™ — R, f : [0, ]| xR"xR™ — R"”

g:[0,1] x R™ x R™ — R™s e o conjunto C' C R™ x R™, o Problema (P) é definido como:
Minimizar £(z(0),z(1))

sujeito a
PR = e u)  atp te 1], 0
0>g(t,z(t),u(t) qtp. tel0,1], (2)
(z(0),z(1)) € C. (3)

Um processo é um par (z,u) formado por um controle v € L*°([0,1];R™) e um arco x €
WLL([0,1];R™) (espago das fungdes absolutamente continuas) que é solugio de (1) [5, pag. 202].
Um processo admissivel (Z, @) (processo que satisfaz (1), (2) e (3)) é dito minimo local fraco de (P)
se existir &' > 0 tal que £(Z(0),Z(1)) < £(x(0),x(1)) para todos os processos admissiveis (x,u) tais
que (z(t),u(t)) € Qs (t) := {(y,v) € R*"™ : |(y,v) — (Z(¢),u(t))] < &'} para quase todo ¢ € [0,1].
Definigao 1 (Sequéncias AWMP). Uma sequéncia {(z,ux, Pk, 7k, A\e)} em WH([0,1];R™) x
L*([0,1];R™) x WbHi([0,1];R™) x L1([0,1];R™s) x [0, —|—oo) ¢ chamada de sequéncia WMP as-
sintdtica (sequéncia AWMP) se existirem sequéncias {(77,(C ,n,f))} c R, {y} < LY([0,1];R,)
e {(i”, )} € R com (", m”) — (0,0), v(t) L 0 para todo t € [0,1], (ri”,7”) = (0,0)
tais que, para todo k € N e quase todo t € [0, 1],

(@) Ak + Ikl L~ #0,
() (=5u(0),0) - M1)€ co DMt i (1), P (1), i (1), w (1)),
(iii) i (1) - [g (L 2a(t), un(t)) — vi(t)] = 0 e v (t) < 0 para j € {1,...,my},
) (0(9), (7))~ M(r". %) € MO (8),20(T) + N (5), au(T))
em que 9P e No(zi(S),zix(T)) sdo a subdiferencial limite de ® (® = H e ® = £) e o cone
normal limite a C' em (zx(5),xk(T)) [5, Defini¢des 4.3.1 e 4.2.3|, respectivamente. Além disso,
H(t ok (t), pr(t), ri(t), ue (b)) = pr(t) - f (£, 2x(8), un(t) + ra(t) - g(t, 2i(t), un(t)).
Definicao 2 (Processos AWMP). Seja (Z, %) um processo admissivel do Problema (P). Chama-
mos (Z,a) de um processo WMP assintdtico (processo AWMP) se existir uma sequéncia AWMP
{(zk, uk, pr, Tk, \i)} tal que 2y — T e up — @, ambas uniformemente.

Tome ¢ > 0 e um processo de referéncia (z,%). Com base em [3] vamos considerar que:

(H) ¢ élocalmente Lipschitz em uma vizinhanga de (Z(0), Z(1)); |f (¢, Z(t), @(¢))| e |g(¢, Z(t), u(t))|
sdo integraveis em [0, 1]; para cada (x,u) € R™ x R™, a fungdo t — (f(¢,z,u), g(t,z,u)) é
Lebesgue mensurével; e existe uma fungao L € L'([0,T];R) tal que para ¢ = f e ¢ = g,
|0tz u) = o(t, y, w)| < Lt)[(z, u) = (y, w)| para todo (z, u), (y,w) € Qs(t) e q.t.p. t € [0,1].
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(CC) Defina g™ (t,x,u) ;== max{0, g1 (t, ,u), ..., gm,(t,z,u)}. Os conjuntos {(f(t,z,u), g™ (t,z,u)

+5) i |Ju —u(t)] < 8,8 >0} sdo convexos para todo |z — Z(t)| < d e q.t.p. t € [0, 1].
Teorema 1 (Principio do Maximo Fraco Assintotico). Seja (Z,a) um minimo local fraco de (P).
Se, para algum 0 > 0, as Hipdteses (H) e (CC) valem, entao (z,u) é wm processo AWMP.

Ideia da demonstra¢ao. A prova inspira-se nos Passos 1, 2, 3 e 5 de [3, Proposigao 2]. Inicial-
mente consideramos um problema penalizado (Py) dado por: minimizar Jy(z,u) := £(x(0), (1)) +
kfol g (t, x(t),u(t)) dt sujeito a (z,u) € W = {(z,u) € WH([0,1];R™) x L>([0,1];R™) : &(t)
= f(t,z(t),u(t)) q.t.p. t € [0,1], (x(t),u(t)) € Qs(t) q-t.p. t € [0,1] e ((0),z(1)) € C}. Seguida-
mente definimos uma aplicagao dy ((x, u), (’,u’)) := |2(0) —:U’(0)|—|—f01 |u(t)—u’'(t)| dt e mostramos
que (W,d,,) é um espaco métrico completo, além de Jy ser continua em W. Supomos provisori-
amente que liminfy_,o(P;) = inf(P). Tomamos e := Jx(Z, ) — inf(Py), aplicamos o Principio
Variacional de Ekeland (PVE) [5, Teorema 3.3.1] e concluimos que, para cada k € N, (x, ug) € so-
lucio do Problema (Py) em W cuja funcéo objetivo é: Jy(z, u) + Verdw ((x,u), (g, ug)). Usamos
um principio do maximo fraco [4, Teorema 3.2] em (P}) no processo (r, ux) € garantimos as exis-
téncias de Ay > 0 e pi(t) € WHL([0,1];R™) que satisfazem as condigoes necessérias de otimalidade.
Neste momento, talvez o mais trabalhoso da prova, devemos fazer alguns calculos e perceber que as
condicoes da Defini¢do 1 podem ser obtidas. As convergéncias da Defini¢do 2 surgem naturalmente
do PVE. Por fim, podemos usar a Hipétese (CC) para remover a hipdtese provisoria. O

E importante salientar que a Hipotese (H4) usada em [3] serve como uma condicio de regulari-
dade para o Teorema 1, no sentido de que a partir dela podemos aplicar limite como feito no Passo
4 em [3] e obter um principio do méximo fraco para (P). Sem ela a sequéncia de multiplicadores
{rr} pode divergir. Contudo, (H4) é bastante restritiva, diferente dos papéis desempenhados pelas
condigdes CCP em [1] ou AKKT-regular em [2] que sdo as mais fracas possiveis.

A validagdo do Teorema 1 sem a Hipotese (CC), o estudo de condigoes de regularidade mais
fracas que a Hipotese (H4) apresentada em [3] e a investigacdo da pergunta “Métodos do Hamil-
toniano aumentado geram sequéncias AWMP, assim como os métodos do Lagrageano aumentado
geram sequéncias AKKT?” sdo pretensoes para trabalhos futuros.
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