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Neste trabalho estudamos condições necessárias de otimalidade sequenciais para certos pro-
blemas de controle ótimo envolvendo restrições de controle mistas na forma de desigualdades. A
motivação desta investigação vem da programação não linear, mais especi�camente das condições
AKKT, caso �nito [1] e caso in�nito [2]. Dadas as funções ℓ : Rn×Rn → R, f : [0, 1]×Rn×Rm → Rn

e g : [0, 1]× Rn × Rm → Rmg e o conjunto C ⊂ Rn × Rn, o Problema (P ) é de�nido como:
Minimizar ℓ(x(0), x(1))
sujeito a

.
x(t) = f(t, x(t), u(t)) q.t.p. t ∈ [0, 1], (1)

0 ≥ g(t, x(t), u(t)) q.t.p. t ∈ [0, 1], (2)
(x(0), x(1)) ∈ C. (3)

Um processo é um par (x, u) formado por um controle u ∈ L∞([0, 1];Rm) e um arco x ∈
W 1,1([0, 1];Rn) (espaço das funções absolutamente contínuas) que é solução de (1) [5, pág. 202].
Um processo admissível (x̄, ū) (processo que satisfaz (1), (2) e (3)) é dito mínimo local fraco de (P )
se existir δ′ > 0 tal que ℓ(x̄(0), x̄(1)) ≤ ℓ(x(0), x(1)) para todos os processos admissíveis (x, u) tais
que (x(t), u(t)) ∈ Ωδ′(t) := {(y, v) ∈ Rn+m : |(y, v)− (x̄(t), ū(t))| ≤ δ′} para quase todo t ∈ [0, 1].

De�nição 1 (Sequências AWMP). Uma sequência {(xk, uk, pk, rk, λk)} em W 1,1([0, 1];Rn) ×
L∞([0, 1];Rm) × W 1,1([0, 1];Rn) × L1([0, 1];Rmg ) × [0,+∞) é chamada de sequência WMP as-

sintótica (sequência AWMP) se existirem sequências {(η(1)k , η
(2)
k )} ⊂ Rn+m, {νk} ⊂ L1([0, 1];R+)

e {(τ (1)k , τ
(2)
k )} ⊂ R2n com (η

(1)
k , η

(2)
k ) → (0, 0), νk(t) ↓ 0 para todo t ∈ [0, 1], (τ (1)k , τ

(2)
k ) → (0, 0)

tais que, para todo k ∈ N e quase todo t ∈ [0, 1],

(i) λk + ∥pk∥L∞ ̸= 0,

(ii) (− .
pk(t), 0)− λk(η

(1)
k , η

(2)
k ) ∈ co ∂x,uH(t, xk(t), pk(t), rk(t), uk(t)),

(iii) r
(j)
k (t) · [gj(t, xk(t), uk(t))− νk(t)] = 0 e r

(j)
k (t) ≤ 0 para j ∈ {1, . . . ,mg},

(iv) (pk(S),−pk(T ))− λk(τ
(1)
k , τ

(2)
k ) ∈ λk∂ℓ(xk(S), xk(T )) +NC(xk(S), xk(T )),

em que ∂Φ e NC(xk(S), xk(T )) são a subdiferencial limite de Φ (Φ = H e Φ = ℓ) e o cone
normal limite a C em (xk(S), xk(T )) [5, De�nições 4.3.1 e 4.2.3], respectivamente. Além disso,
H(t, xk(t), pk(t), rk(t), uk(t)) = pk(t) · f(t, xk(t), uk(t)) + rk(t) · g(t, xk(t), uk(t)).

De�nição 2 (Processos AWMP). Seja (x̄, ū) um processo admissível do Problema (P ). Chama-
mos (x̄, ū) de um processo WMP assintótico (processo AWMP) se existir uma sequência AWMP
{(xk, uk, pk, rk, λk)} tal que xk → x̄ e uk → ū, ambas uniformemente.

Tome δ > 0 e um processo de referência (x̄, ū). Com base em [3] vamos considerar que:
(H) ℓ é localmente Lipschitz em uma vizinhança de (x̄(0), x̄(1)); |f(t, x̄(t), ū(t))| e |g(t, x̄(t), ū(t))|

são integráveis em [0, 1]; para cada (x, u) ∈ Rn × Rm, a função t → (f(t, x, u), g(t, x, u)) é
Lebesgue mensurável; e existe uma função L ∈ L1([0, T ];R) tal que para ϕ = f e ϕ = g,
|ϕ(t, x, u)−ϕ(t, y, w)| ≤ L(t)|(x, u)− (y, w)| para todo (x, u), (y, w) ∈ Ωδ(t) e q.t.p. t ∈ [0, 1].
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(CC) De�na g+(t, x, u) := max{0, g1(t, x, u), . . . , gmg (t, x, u)}. Os conjuntos {(f(t, x, u), g+(t, x, u)
+s) : |u− ū(t)| ≤ δ, s ≥ 0} são convexos para todo |x− x̄(t)| ≤ δ e q.t.p. t ∈ [0, 1].

Teorema 1 (Princípio do Máximo Fraco Assintótico). Seja (x̄, ū) um mínimo local fraco de (P ).
Se, para algum δ > 0, as Hipóteses (H) e (CC) valem, então (x̄, ū) é um processo AWMP.

Ideia da demonstração. A prova inspira-se nos Passos 1, 2, 3 e 5 de [3, Proposição 2]. Inicial-
mente consideramos um problema penalizado (Pk) dado por: minimizar Jk(x, u) := ℓ(x(0), x(1))+

k
∫ 1

0
g+(t, x(t), u(t)) dt sujeito a (x, u) ∈ W :=

{
(x, u) ∈ W 1,1([0, 1];Rn)× L∞([0, 1];Rm) :

.
x(t)

= f(t, x(t), u(t)) q.t.p. t ∈ [0, 1], (x(t), u(t)) ∈ Ωδ(t) q.t.p. t ∈ [0, 1] e (x(0), x(1)) ∈ C}. Seguida-
mente de�nimos uma aplicação dW ((x, u), (x′, u′)) := |x(0)−x′(0)|+

∫ 1

0
|u(t)−u′(t)|dt e mostramos

que (W,dw) é um espaço métrico completo, além de Jk ser contínua em W . Supomos provisori-
amente que lim infk→∞(Pk) = inf(P ). Tomamos εk := Jk(x̄, ū) − inf(Pk), aplicamos o Princípio
Variacional de Ekeland (PVE) [5, Teorema 3.3.1] e concluímos que, para cada k ∈ N, (xk, uk) é so-
lução do Problema (P̃k) em W cuja função objetivo é: Jk(x, u)+

√
εkdW ((x, u), (xk, uk)). Usamos

um princípio do máximo fraco [4, Teorema 3.2] em (P̃k) no processo (xk, uk) e garantimos as exis-
tências de λk ≥ 0 e pk(t) ∈ W 1,1([0, 1];Rn) que satisfazem as condições necessárias de otimalidade.
Neste momento, talvez o mais trabalhoso da prova, devemos fazer alguns cálculos e perceber que as
condições da De�nição 1 podem ser obtidas. As convergências da De�nição 2 surgem naturalmente
do PVE. Por �m, podemos usar a Hipótese (CC) para remover a hipótese provisória.

É importante salientar que a Hipótese (H4) usada em [3] serve como uma condição de regulari-
dade para o Teorema 1, no sentido de que a partir dela podemos aplicar limite como feito no Passo
4 em [3] e obter um princípio do máximo fraco para (P ). Sem ela a sequência de multiplicadores
{rk} pode divergir. Contudo, (H4) é bastante restritiva, diferente dos papéis desempenhados pelas
condições CCP em [1] ou AKKT-regular em [2] que são as mais fracas possíveis.

A validação do Teorema 1 sem a Hipótese (CC), o estudo de condições de regularidade mais
fracas que a Hipótese (H4) apresentada em [3] e a investigação da pergunta �Métodos do Hamil-
toniano aumentado geram sequências AWMP, assim como os métodos do Lagrageano aumentado
geram sequências AKKT?� são pretensões para trabalhos futuros.
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