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Critério de Routh-Hurwitz em Modelos Epidemioldgicos
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Segundo Brauer, Castillo-Chavez e Feng [1], modelos compartimentais sdo utilizados em mui-
tas areas como: ecologia, industria, epidemiologia e outros. Utilizaremos estes modelos para a
transmissao de doengas. A populacdo em estudo é dividida em compartimentos e sao feitas hi-
poteses sobre a natureza e a taxa de transferéncia de um compartimento para outro. A variavel
independente de modelos compartimentais de EDOs é o tempo. As taxas de transferéncia entre os
compartimentos sao expressas matematicamente como derivadas em relagao ao tempo do tamanho
dos compartimentos.

Um dos primeiros modelos a ser estudado é o SIR, em que S(t) denota o ntimero de individuos
que sdo suscetiveis a doenga, ou seja, que nao estdo (ainda) infectados no instante ¢. I(¢) denota
o nimero de individuos infectados, cada um deles é considerado infectante e capaz de disseminar
a doenga através de contato com suscetiveis. R(t) denota o numero de individuos que foram
infectados e depois removidos. A remocao é realizada através do isolamento do resto da populacgao,
ou através da imunizagao contra a infeccao ou pela recuperacao da doenca com imunidade total
contra reinfeccao.

O modelo STR de Kermack e McKendrick [3] considera na classe de suscetiveis uma taxa de
natalidade proporcional ao tamanho total da populacao e em cada uma das trés classes do modelo,
uma taxa de mortalidade proporcional ao seu tamanho. Este modelo permite que a populagao
total cresga ou decaia exponencialmente se as taxas de natalidade e mortalidade forem distintas.
Para obter um modelo que considere nascimentos e mortes naturais e no qual o tamanho total
da populagdo permanega constante, podemos usar a abordagem proposta por Hethcote [2]. Nela,
o tamanho total da populacao N permanece constante pois nao se considera a mortalidade pela
doenca e as taxas de natalidade e mortalidade sdo iguais. Como S+ I+ R=Ne N =0, N ¢
constante e R pode ser determinado se S e I forem conhecidos. Isto permite considerar um sistema
bidimensional

S"'=—BSI+ u(N —S) (1)
I'=BSI—al —pul

As hipoteses subjacentes a este modelo sao

(i) A taxa de novas infecgoes é dada pela Lei da A¢ao de Massa: a taxa de contato entre dois
grupos numa populagdo é proporcional ao tamanho de cada um dos grupos envolvidos. A
constante de proporcionalidade estd denotada por /3

(ii) Os infectados deixam sua classe a uma taxa o por unidade de tempo.
(iii) As taxas de natalidade e mortalidade sdo iguais e denotadas por p.

(iv) Nao ha mortes causadas pela doenga.
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Brauer, Castillo-Chavez e Feng [1] flexibilizam a hipotese (iii) e consideram um modelo mais
geral em que as taxas de natalidade e mortalidade nao sao necessariamente iguais e a natalidade
é dependente do tamanho total da populacao V:

S' = A(N) = BSI — uS
I'=BST—al —pul (2)
N’ = A(N) — uN

Brauer, Castillo-Chavez e Feng [1] indicam que a anélise qualitativa do modelo (2) depende
dos conceitos de equilibrio e de linearizacao de sistemas em torno de seus pontos de equilibrio. Os
autores nao apresentam os detalhes mas indicam os passos da analise. Neste trabalho, calculamos
os pontos de equilibrio livre de doenga e endémico do modelo (2) e fazemos o estudo de estabilidade
assintéticas deles.

Como (2) é um sistema que nio pode ser reduzido a um sistema bidimensional como foi feito
em (1), a matriz de coeficientes no processo de lineariza¢do em torno de um ponto de equilibrio
serd 3 X 3 e a equacao caracteristica resultante é uma equagao polinomial cibica da forma

)\3—|—a1)\2 +a2)\—|—a3 = 0

O comportamento das raizes no caso do ponto de equilibrio livre de doenga é mais simples.
Ja para o estudo de estabilidade do ponto de equilibrio endémico, usaremos as condigoes de
Routh-Hurwitz [4, p. 27]:

a1 > 0,a1a2 > ag > 0.

Elas sao condigoes necessarias e suficientes para que todas as raizes da equagao caracteristica
tenham parte real negativa. Mostraremos que elas se verificam para o ponto de equilibrio endémico
do modelo (2).

Agradecimentos

Os autores agradecem o apoio financeiro da FAPERJ, do CNPq e da UERJ.

Referéncias

[1] F. Brauer, C. Castillo-Chavez e Z. Feng. Mathematical Models in Epidemiology. Texts
in Applied Mathematics. New York: Springer, 2019. 1SBN: 9781493998289.

[2] Herbert W. Hethcote. “Qualitative analyses of communicable disease models”. Em: Mathe-
matical Biosciences 28.3 (1976), pp. 335-356. 1SSN: 0025-5564. DOI: https://doi.org/10.
1016/0025-5564(76)90132-2.

[3] W.O. Kermack e A.G. McKendrick. “Contributions to the mathematical theory of epide-
mics—II. the problem of endemicity”. Em: Bulletin of Mathematical Biology 53.1 (1991).
Reprinted from the Proceedings of the Royal Society, Vol. 138A, pp. 55-83 (1932) with the
permission of The Royal Society., pp. 57-87. 1SSN: 0092-8240. DOI: https://doi.org/10.
1016/S0092-8240(05)80041-2.

[4] E.J. Routh. A Treatise on the Stability of a Given State of Motion: Particularly
Steady Motion. Macmillan e Company, 1877.

010050-2 © 2022 SBMAC



