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Muito empenho tem sido destinado ao problema da interpretacao fisica e geométrica da integral
e da derivada fracionarias, que desde o surgimento do Célculo Fracionério, por mais de 300 anos,
nao se obteve solucao amplamente aceita, o que talvez tenha colaborado para seu uso e desenvol-
vimento tardio em aplicagbes [2, 4]. Apesar disso o Céalculo Fracionario tornou-se uma importante
ferramenta na modelagem de sistemas fisicos e biolégicos, principalmente devido aos resultados,
que, em muitos casos, ofereciam descri¢oes mais precisas para diversos fenémenos [1, 2], provavel-
mente devido a incorporacao dos efeitos de memoria e ao embutir na ordem da derivada o efeito
dos parametros negligenciados, na modelagem usual.

Neste trabalho destacamos uma abordagem para a interpretagao fisica e geométrica da integral
e da derivada fracionérias considerando as defini¢oes de Riemann-Liouville.

A integral de Riemann-Lioville & esquerda é definida por:

oI% (1) = %a)/o FE)t =) ldr, 0<r<t. (1)

Tomando ¢ um valor fixo, pode-se reescrever (1) como:

W12 (1) = / F(r)dgi(r), (2)

onde
1

Ia+1)

Considerando a existéncia de duas escalas temporais [4] a integral em (2) pode ser fisicamente
interpretada como a distancia Sg(t) observada de acordo com o tempo ndo homogéneo, ou ainda,
a distancia real percorrida por um objeto se observado seu tempo individual, em que ¢;(7) é a
escala de tempo transformada. Destaca-se que a nao localidade dos operadores fracionarios pode
ser notada no fato de que ¢;(7) além de depender do tempo 7 depende também do parametro
t, visto que este é interpretado como o ultimo valor medido no tempo individual do objeto em
movimento e que qualquer alteracdo neste paradmetro acarreta mudancas em todo o tempo que
antecede. Por outro lado a derivada fracionéria de Riemann-Liouville & esquerda da funcdo Sg(t):

g9i(1) = (% = (t=71)%). (3)

0D§'Sr(t) = F(lia) jt/o ftR(TZ;ZZ;O <a<l, (4)
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é vista como a velocidade v(t) de acordo com o tempo individual do objeto. Assumindo a ordem
da derivada em (4) como 1 — «, ou seja, derivando Sg(t) em relagdo a t, obtemos:

vr(t) = % oIfv(t) = oD~ %u(t), (5)

que é a velocidade de acordo com a escala de tempo transformada e novamente podemos notar a
nao localidade do operador, visto que esta relacao depende de 7 e do paradmetro t.

Para a interpretacdo geométrica da integral em (2) a abordagem consiste na proje¢do da regiao
entre as curvas (7,9:(7)) e (7,9:(7), f(7)) nos planos ordenados. Desta forma, a &rea abaixo
da curva (7,0, f(7)) corresponde ao valor de oI} f(t) e a &rea abaixo da curva (0,g.(7), f(7))
corresponde ao valor de oI f(t), assim como ilustra o grafico da figura 1.
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Figura 1: Dinamica da interpretacio geométrica de oI} f(t) e oIP-%° f(t), considerando f(t) =t + sin(t) e
0< 7 < 10.

De maneira analoga pode-se abordar a integral de Riemann-Liouvile & direita, potencial de
Riesz, potencial de Feller, a Derivada de Caputo e ainda a Integral de Convolugdo de Volterra [4].

Pode-se concluir que o problema da falta de interpretacgao fisica e geométrica da integral e da
derivada fracionérias requer abordagens diferentes das utilizadas em suas contrapartes classicas,
assim como foi destacado neste trabalho a tratativa de um caso particular. Ainda, entende-se que
estas interpretagoes evidenciam o potencial do Calculo Fracionario e a propriedade nao local de
seus operadores da qual decorrem os efeitos de memoria proporcionados pelo CF [3, 4].
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