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Neste trabalho, objetiva-se tratar da temática da existência do controle em modelos mate-
máticos. Em específico, será tratada da problemática da controlabilidade local do modelo de
Lotka-Volterra. Trata-se de um sistema de equações diferenciais ordinárias que abstrai e simpli-
fica, num determinado ambiente, uma relação de presa-predador. Desse modo, o modelo é usado
para descrever as dinâmicas em sistemas biológicos, nos quais há duas populações.

O modelo de Lotka-Volterra define-se por um par de equações diferenciais, de primeira ordem,
não lineares. O sistema é dado por (1):{

dx
dt = ax− cxy
dy
dt = −by + dxy

(1)

em que, x é a densidade da população de presas (no instante t); y é a densidade da população
de predadores (no instante t); a é o coeficiente de crescimento das presas; b é o coeficiente de
decrescimento dos predadores; c é o coeficiente de morte das presas por predador e d é o coeficiente
de predadores devido a existência de presas [1]. Denotaremos por z = (x, y) o vetor das populações,
z0 = (x0, y0) os dados iniciais (no instante t = 0) e por F (z, t) o campo de velocidades de tal forma
que a equação (1) pode ser reescrita como:{

z′(t) = F (z, t)
z(0) = z0

(2)

Pode-se observar que, há no modelo foco um movimento cíclico, claramente perceptível nos
gráficos que representam o modelo [1]. A motivação para o trabalho surge da eventual necessidade
de interromper esse ciclo, por algum motivo. A partir de tal carência, trabalha-se com a hipótese
de que seja necessário controlar a população de presas, visando que essas não se desenvolvam
descontroladamente e se tornem pragas para a espécie humana. Para o estudo desse problema,
faz-se necessário perturbar o campo de velocidades dado em (2), isto é, F (z, t, u) = F (z, t) + Bu.
Em que B = [1 0]

T é a matriz de entrada do controle u, na primeira equação do sistema (1). O
problema de controle consiste no fato de que em, dados z1 = (x1, y1) e um tempo T > 0, existe
um controle u, tal que z(T ) = (x1, y1), satisfazendo:{

z′(t) = F (z, t, u)
z(0) = z0

(3)

O trabalho focou em assegurar a existência de tal controle. Nesse sentido, para dar sequência
ao desenvolvimento e garantir ao sistema (3) um controle u, fez-se uso do Teorema do Controle
Local. Desse modo, sejam (ze, ue) um ponto de equilíbrio e o sistema de controle linearizado em
torno do ponto de equilíbrio (4):
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z′ =
∂F

∂z
(ze, ue) · z +

∂F

∂u
(ze, ue) · u. (4)

Tem-se que, se o sistema de controle linearizado (4) é controlável, então o sistema (3) será
localmente controlável em torno do ponto de equilíbrio. Ou seja, ∃δ > 0;∀|z0 − ze|Rn < δ, |z1 −
ze|Rn < δ e existe u, um controle, de modo que a solução de (3) satisfaz z(T ) = z1 [2, 3, 5]. Logo,
os esforços concentram-se em garantir a controlabilidade do sistema linearizado.

Para este fim, consideramos o sistema linear (5):{
z′(t) = Az(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ]
z(0) = z0 ∈ Rn (5)

em que, A ∈ Mn×n(R) e B ∈ Mn×m(R), z(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm. Faz-se o uso do Teorema de Kalman
[4]. Ou seja, (5) é exatamente controlável no tempo T > 0 se, e somente se (6) é satisfeito.

rank[B AB A2B · · ·An−1B] = n. (6)

No sistema linearizado (4) em torno de um ponto de equilíbrio escolhido, mostraremos a sa-
tisfação da condição do Teorema de Kalman e em consequência a controlabilidade do sistema
linearizado. Portanto, concluímos que o sistema não linear (1) é localmente controlável, em torno
do ponto de equilíbrio escolhido.
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