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Neste trabalho apresentaremos um estudo sobre o modelo do oscilador harmônico com amor-
tecimento em derivadas de ordem inteira, (EDO-(p,q)), comparando com o modelo do oscilador
harmônico com derivadas fracionárias, (EDF-α). Em (1) podemos observar os modelos, onde a
EDO-(p,q) pode ser visto em [3], em que as constantes p = b

m e q = k
m , sendo m a massa, b o fator

de atrito e k a constante de elasticidade da mola e a EDF-α utilizando a derivada fracionária do
tipo Caputo com 1 < α < 2 e ωα = k

m , pode ser visto em [2].

(EDO-(p,q))

{
d2x(t)
dt2 + pdx(t)

dt + qx(t) = 0
x(0) = x0, x

′(0) = x′
0

; (EDF-α)
{

dαx(t)
dtα + ωαx(t) = 0

x(0) = x0, x
′(0) = x′

0

(1)

Para encontrarmos a solução do modelo fracionário, resolvemos nosso sistema aplicando a trans-
formada de Laplace e assim a solução é dado pelas funções de Mittag-Leffler (2).

L {x(t)} = x(0)sα−1

sα+ωα + x′(0)sα−2

sα+ωα e x(t) = x(0)Eα,1(−ωαtα) + x′(0)tEα,2(−ωαtα) . (2)

Tomando x1(t) = Eα,1(−ωαtα) , x2(t) = tEα,2(−ωαtα) e como são linearmente independentes,
podemos construir uma EDO linear de segunda ordem homogênea, d2x(t)

dt2 +p(t)dx(t)dt +q(t)x(t) = 0,
onde x(t) é a sua solução e as funções p(t) e q(t) são dadas por p(t) = −W ′(t)

W (t) e q(t) = W2(t)
W (t) :

W (t) = x1x
′
2 − x′

1x2 = [Eα(−ωαtα)]2 + ωαtαEα,α(−ωαtα)Eα,2(−ωαtα) ;
W ′(t) = x1x

′′
2 − x′′

1x2 = ωαtα−1[Eα,α−1(−ωαtα)Eα,2(−ωαtα)− Eα(−ωαtα)Eα,α(−ωαtα)] ;
W2(t) = x1x

′′
2 − x′′

1x
′
2 = ωαtα−2[ωαtα[Eα,α(−ωαtα)]2 + Eα(−ωαtα)Eα,α−1(−ωαtα)] .

Nossa proposta para os cálculos de (p, q) constantes, é dada por: p = −W
′

W
e q = W2

W
.

W =

∫ ∞

0

tαW (t)dt ; W
′
=

∫ ∞

0

tαW ′(t)dt ; W2 =

∫ ∞

0

tαW2(t)dt . (3)

Desta forma temos que o oscilador harmônico fracionário EDF-(α) tem um comportamento similar
ao oscilador harmônico com amortecimento EDO-(p, q).

d2x(t)

dt2
+ p

dx(t)

dt
+ qx(t) = 0 ≈ dαx(t)

dtα
+ ωαx(t) = 0 (4)

1tobias@ice.ufjf.br
2sandro.mazorche@ufjf.edu.br

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 9, n. 1, 2022.

Trabalho apresentado no XLI CNMAC, Unicamp - Campinas - SP, 2022.

010194-1 © 2022 SBMAC



2

Para os resultados numéricos foi programado uma rotina no Octave que utiliza o código em [1],
permitindo assim compararmos as soluções das equações apresentadas em (4). Exibimos abaixo
uma comparação para os seguintes parâmetros, α = 1.92, ωα = 1 x0 = 1 e x′

0 = 1:

Figura 1: Gráficos gerados pelo Octave

Na Fig 1(a) temos as funções p(t) e q(t) oscilando em torno das constantes p = 0.12951 e
q = 1 calculados pelas expressões em (3). Na Fig 1(b) podemos observar como as soluções do caso
fracionário e ordem inteira são próximas, ficando mais evidente quando olhamos a Fig 1(c). Mas
se observarmos na Fig 1(d) o plano de fase das soluções, percebemos que há diferença entre essas
soluções que ocorre devido ao fato da função de Mittag-Leffler possuir um número finito de zeros
e uma convergência assintótica a zero sem oscilações.

Os estudos numérico se mostraram promissores o que nos incentiva iniciarmos um estudo ana-
lítico desse processo onde buscaremos entender melhor esta relação entre os modelos fracionários
e o de ordem inteira.
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