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Resumo. Em geral, os métodos classicos para resolver o problema de otimizacao com restrigdes
de igualdade e desigualdade sdo conhecidos por sua eficiéncia. Entretanto, tais métodos dependem
fortemente da localizagao dos pontos iniciais. Neste trabalho, utilizamos a Inicializacao Global
Topografica para gerar bons pontos iniciais para o método de busca local utilizado na resolugao
de problemas restritos de minimizagao global. Para realizar as tarefas de busca local, usamos o
Algoritmo de Diregoes Viaveis e Pontos Interiores (FDIPA). Em seguida, utilizamos quatro pro-
blemas descritos na literatura para avaliar a eficicia da metodologia apresentada. Os resultados
indicaram que a presente abordagem é uma estratégia eficiente para encontrar as solugoes globais
de problemas de otimizagao com restrigoes mistas.

Palavras-chave. FDIPA| Otimizac¢ao Restrita, Inicializacdo Topografica

1 Introducao

Neste trabalho lidamos com o problema de encontrar as solugoes do problema de otimizacao
com restricoes de igualdade e desigualdade. Tal problema pode ser expresso como,

minimize f (x) sujeito a x € D, (1)

onde D C R™ & o conjunto de restrigoes dado por,
D={ze€S; gi(x)<0ehj(x)=0,i=1,....,m, j=1,...,1}. (2)
Aqui, f: R" = R, g; : R" = Re h; : R” — R sao por hipotese fungoes suaves e diferencidveis, mas
nao necessariamente convexas [3]. O subconjunto S é um hipercubo definido por S = [ay, b;1] X

[ag, ba] X ... X [ay, by], onde [a;, b;] é o intervalo real no qual a variavel x; esté definida e “x” denota
o produto cartesiano.
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Para resolver o problema (1) podem-se utilizar os métodos classicos de otimizagao, como os
métodos tipo Newton, que a cada iteracao realizam uma busca local partindo de um determinado
ponto inicial [6]. Devido as caracteristicas locais da teoria matematica utilizada no desenvolvimento
desses métodos, nao é dada preferéncia as solugdes globais de (1), sendo esta uma severa limitagao
ao uso direto de tais métodos para solugdo do problema (1). Tal dificuldade pode ser contornada
utilizando pontos iniciais suficientemente proximos das solugoes de (1). Entretanto, pontos iniciais
apropriados sem sempre estao disponiveis na formulagao dos problemas.

Por essa razao, recorreu-se ao uso da Inicializacdo Global Topografica, proposta em [8]. Tal
algoritmo de agrupamento, utiliza uma abordagem baseada em conceitos elementares da teoria dos
grafos, a fim de gerar bons pontos de partida para os métodos de busca local, a partir de pontos
distribuidos de modo uniforme no interior da regiao viavel.

No presente trabalho, usamos a Inicializacao Global Topografica, para obter as estimativas
iniciais adequadas para o método de busca local FDIPA (Algoritmo de Diregoes Viaveis e Pontos
Interiores), utilizado aqui para encontrar as solugoes globais do problema (1).

2 Algoritmo de Diregoes Viaveis e Pontos Interiores

O método FDIPA foi desenvolvido para resolver o problema de otimizagao descrito na Eq. (1)
[3]. Como as restrigoes de igualdade devem estar ativas na solugao, o FDIPA faz uso da fungéo de
penalidade ¢, dada por,

l
6 (2) = £ (@) + D ey (@)1, 3

onde ¢; > 0, j = 1,...,1. Neste caso, existe ¢ € R! tal que o valor minimo de ¢ sujeito apenas
a restricoes de desigualdade ocorre na solugdo do problema (1). No entanto, embora nao existam
parametros de penalidade indefinidamente crescentes, a fungao ¢ nao possui derivadas em pontos
onde as restrigoes de igualdade estéo ativas [3].

Para superar essa limitagao e permitir o uso da funcao de penalidade ¢, as restrigoes de igual-
dade sdo redefinidas de forma que todas tenham o mesmo sinal (néo positivo). Assim, o conjunto
viavel do problema assume a forma

R={zxeS; gi(x)<0eh;(x)<0,i=1,....m, j=1,...,l}, (4)

onde o interior de 2 é denotado por £2°. Aqui, assumimos que o conjunto viavel  possui o interior
nao vazio. Além disso, por defini¢do, tal conjunto é limitado e fechado, garantindo a existéncia de
solugoes do problema de minimizagéo restrita, ver [5].

Sob certas hipoteses, Herskovitz demonstrou que dado um ponto zy € 2°, 0 método FDIPA
gera uma sequéncia de pontos {zy} C 2° tal que ¢ (vr41) < ¢ (zx) [3]. Esta sequéncia converge
para um ponto que satisfaz as condigoes de otimalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) do problema (1), dadas por,

V(@) + Vg @) A+ Vh(@)p = 0, (5)
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onde G (z) € R™*™ & uma matriz diagonal, com Gy; (z) = g; (z), paratodoi =1,...,m, A e u
sao as varidveis duais associadas as restrigoes de desigualdade e igualdade, respectivamente.

As equagodes (5)-(7) descrevem um sistema nao linear em (z, A, ). Aplicando o método de
Newton para resolver este sistema ndo linear, com o ponto inicial (z, A, i), obtemos (da, Ao, ta)
que é solucao do seguinte sistema linear,

B Vg (z) h(x) do, Vi (x)
AVgl () G(z 0 Ao | =— 0 , (10)
VAT (37) 0 0 Ho h (.13)

onde A € R™*™ ¢ a matriz diagonal com A;; = A\, i =1,...,m,e B=H (x,\, ), onde H (x, A, 1)
é a Hessiana da funcao Lagrangiana associada ao problema (1). No entanto, devido ao alto custo
computacional para calcular H (z, A, 1), podemos definir B como uma aproximacao quasi-Newton
de H ou a matriz identidade [3].

De acordo com [3], o vetor d, é uma diregdo de descida para ¢, mas pode nao ser viavel em
relacdo a {2. Para garantir a viabilidade da direcdo de busca, utiliza-se o vetor dg € R™ para
desviar o vetor d, € R™ para o interior da regido vidvel. O vetor dg é obtido resolvendo o seguinte
sistema linear

B Vg(z) h(z) dg 0
AVeT () G(z 0 Mg | =—| Aw? |, (11)
VhT () 0 0 U3 wh

onde w9 > 0 e wh > 0 sdo fatores de deflexdo associados a restricdes de desigualdade e igualdade,
respectivamente.
Assim, a nova direcao de busca é dada por,

d=ds + pdg, (12)
onde p > 0 & tal que, se V f(z)Tdz > 0, entao

Vo' (z) da

P<(5*1)W7 §€(0,1). (13)

Note que a direcao de busca d é computada em dois passos. Primeiramente, resolvemos o
sistema linear (10) a fim de obter (du, Aa, fta). O segundo passo é resolver o sistema linear dado
pela Eq. (11). Finalmente, a diregdo de busca deste método de pontos interiores é determinado
pela combinagao linear descrita na Eq. (12).

Obtida a direcao de busca d, realiza-se uma busca linear inexata que obedece a condigao de
Armijo. Assim, o novo ponto é determinado por & = x + td, onde t é o comprimento do passo. A
matriz B (simétrica e definida positiva) é atualizada usando a formula de atualizagdo quasi-Newton
BFGS com a modifica¢do de Powell, ver [3].

3 Inicializagcao Global Topografica

Seja Q C R™ o conjunto descrito na Eq. (4). O primeiro passo na Inicializagdo Global Topo-
gréfica consiste em gerar, de modo uniforme, N pontos no hipercubo S. Aqui, esse processo é feito
usando uma sequéncia deterministica com baixa discrepéncia, conhecida como sequéncia de Sobol,
ver [7]. Observe que os pontos amostrais podem néo ser todos vidveis, ou seja, apenas N pontos
amostrais pertencem a ), N < N.

Os N pontos amostrais viaveis sao denotados por P;, i = 1,2,..., N. Para cada ponto P;, é
construida uma lista de referéncia (uma lista de indices dos pontos). Isto é feito para organizar
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os outros (N — 1) pontos, através da chamada ordem do vizinho mais proximo. Assim, para
P;, o j-ésimo elemento desta lista é o ponto amostral j mais préoximo de P;. Essa lista é ainda
complementada pela atribuicao de um sinal para cada indice j, do seguinte modo:

.| +j,se f(P;) = f(P)
J{ iy se (P < F(P) (14)

As N listas de referéncias constituem uma matriz N x (N — 1), que é chamada de matriz
topografica (t — matriz) da fungdo ¢ associada aos pontos de amostragem. A matriz topografica
pode ser interpretada por um grafo orientado, onde o sinal positivo representa a “ponta final”
do arco e o sinal negativo a “ponta inicial” do arco. Este grafo associado é chamado de grafo
topografico (ou simplesmente topografo) de ¢.

Dado um inteiro 1 < k < (N — 1), a submatriz N x k obtida considerando apenas os k
vizinhos mais préximos é chamada de k — t—matriz, cujo grafo correspondente é o k™ — topografo.
Se a i—ésima linha da k — t—matriz é uma linha positiva, entdo o ponto amostral P; é dito
um minimizador local de ¢ no kT — topografo. Aqui, todos os minimizadores locais de ¢ no
k+ — topografo sao selecionados para a busca local.

Entretanto, de acordo com observagoes feitas por [8], uma vez que o niimero de minimizadores
locais de ¢ no kT — topografo aumenta conforme o valor de k decresce, este procedimento pode
levar a um grande custo computacional no passo de busca local. Por esse motivo, o parametro
k deve ser escolhido de forma adequada. Nesse contexto, em [2] foi proposta uma féormula para
o célculo de k. Utilizando esta féormula os autores obtiveram, na maioria dos seus experimentos,
k = 4. Por esse motivo, no presente trabalho utilizamos apenas os 4 vizinhos mais préoximos.

Para exemplificar o uso da Inicializacao Global Topogréfica, consideremos o seguinte problema:
obtenha x € 2, que minimiza a fungao

¢ (x) =10 (zy —2)° +0.1 (23 — 1)2 + cos? (mx) + 100 |21 + 22 + a3 — 5, (15)
onde
Q={ze[-2 2| x[-2, 201 (x) =21 +22+25-5<0ehy (z) =a125 —2<0}.  (16)

Esse problema possui duas solugdes globais, a saber: (2,1) e (2,—1). Assim, o objetivo é determinar
tais minimizadores.

Utilizando a sequéncia de Sobol, foram gerados N = 10 pontos amostrais na caixa [—2, 2] x
[—2, 2]. Verificando a viabilidade desses pontos, observa-se que o ponto (1, 5;1,5) néo é viavel. Os
N = 9 pontos restantes, denotados por P;, i =1, ..., N, pertencem a €2 e sdo descritos na Tabela
1 com os respectivos valores de ¢.

Tabela 1: Pontos amostrais P; com os respectivos valores de ¢.

P; f(F)
2 -2) 1161,9
(0; 0) 241,1
(1;-1) 111
(-1; 1) 391

(-0,5;-0,5) 275,056
(0,5;-1,5) 110,156
(-1,5;0,5) 360,056
(-1,25; -0,75) 376,457
(0,75, 1,25) 98,9691
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5
Considerando apenas os k = 4 vizinhos mais proximos, a 4 — ¢ — matriz é dada por,

[ 8 -5 6 7] « 1
5 -3 4 8 — 2
-6 2 5 -9 ~ 3
-7 -2 -5 -8 — 4

4—t—matriz=| -2 8 -6 7 «~ 5 (17)
3 5 2 8 +— 6
4 8 -5 -2 — 7
-5 -7 1 =2 +— 8
2 4 5 3 |+ 9

Note que na 4 — t — matriz apenas as linhas 6 e 9, correspondentes aos pontos Pg e Py, sao
positivas. Assim, os pontos Ps e Py sao os minimizadores locais de ¢ no 4T — topografo e devem
ser selecionados como estimativas iniciais para o método de busca local FDIPA. Aqui, o método
FDIPA equipado com a Inicializagao Global Topografica é denotado por TGO-FDIPA.

4 Resultados

Para avaliar a eficacia da metodologia aqui apresentada, utilizamos quatro exemplos descritos
na literatura. Os problemas 1-3 foram retirados de [1] e [4], e o problema 4 é uma modificagdo do
problema MCBG6 descrito em [2]. Os resultados numéricos foram obtidos utilizando um computador
equipado com o processador Intel® Core™ i7-4510U, 8 GB de meméria e sistema operacional
Ubuntu 15.04. O codigo foi desenvolvido em linguagem C.

Problema 1:

£(z) = 321 +0,00000123 + 225 + (0,000002/3)23
1(z) = —z4+23—0,55 <0,
g2 (1‘) = —x3—|-x4 —0,55 S 0,
(x) = 1000sen (—z3 — 0,25) 4+ 1000sen (—x4 — 0,25) + 894,8 — 1 =0, (18)
(x) = 1000sen (zg — 0,25) + 1000sen (x3 — x4 — 0,25) + 894,8 — xo = 0,
hs () = 1000sen (x4 — 0,25) + 1000sen (x4 — x3 — 0,25) + 1294,8 = 0,
0< 21,22 £1200; -0,55 < x3,24 < 0,55.

Problema 2:
f(x) = =925 — 1528 + 621 + 1629 + 10 (x6 + z7)
g1 (JZ) = T9Z3 + 0, 021’6 — 0, 025135 < 0,
92 (x) = zox4 + 0,0227 — 0,01525 < 0,
hi(z) =21 + 29 — 23 — 24 = 0,
ho (l‘) =0,032z1 + 0,01lzy — x9 (x3 + 3?4) =0, (19)
hg(x) =x3+x6 — x5 =0,
h4(17) :l‘4+1’771‘8:0,
0 <zy,m2,26 < 300;0 < 4,28 < 2005
0 <zx3,z5,27 <100;0,01 < x9 <0,03.
Problema 3:

J(@) = (01 =2 + (> = 1)
g1 (x) =0,252% + 23 — 1 <0,
hl(m):1'172132+1:07
—10 é I1,x2 S 10

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0297 010297-5 © 2022 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0297

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

Problema 4:
flx) = (4 — 2,122 + x‘f/S) 22+ 1170 + (43:% — 4) x2
(

1(2)
go () =23 — 23 <0,
)

hy (z) = 81 — 8,423 + 223 + 29 + 2373 + 3w423 + 25 = 0, 91
ho (z) = x1 — 82 + 1623 + 312373 — 22924 + 5 (222 + 2) = 0, (21)
hs (x) = x5 (x123) =0,

hy (x) = 24 (23 — 23) =0,

h5(l’) =I5 (5131+£E§+25E273) :07

—3<x1 <3;-2< 123 <2;0< 23,724,725 < O.

Na Tabela 2, sdo apresentadas as solu¢ées obtidas utilizando o TGO-FDIPA. Para cada pro-
blema teste, apresentamos os minimizadores globais (denotados por z*) com os respectivos valores
da fun¢ao de penalidade ¢ (denotados por ¢*), o namero de pontos amostrais gerados (indicado
por N) e o niimero de estimativas iniciais (denotado por Np).

Tabela 2: Solugoes obtidas para os problemas 1-4 utilizando a metodologia aqui apresentada.

Problema N Ny x* o*
1 10000 1 (679,953; 1026,06; 0,118871; -0,396236) 5126, 5
2 30000 2 (0; 100; 0; 1005 0; 0; 100; 200; 0,01) —400
3 1500 1 (0,822867; 0,91144) 1,39479
4 1500 19 (0,089842; -0,712656; 0; 0; 0) —1.03163

(-0,089842; 0,712656; 0; 0; 0)

Observe que quanto mais rigidas as restrigdes de desigualdade, maior o valor de N de forma a
obter pontos no interior da regiao vidvel. Por esse motivo, apesar do problema 4 apresentar mais
restri¢des que o problema 1, o nimero N é menor.

Na Tabela 3 sao apresentados os nimeros de avaliagdes (NAF) da funcdo ¢ necessarias para
determinar as solugoes de cada problema utilizando a metodologia aqui apresentada. Também
¢ mostrado o tempo em segundos (t*) necessario para obter tais solugoes. Para os problemas 1
e 2, sdo apresentados os nameros médios de avaliagoes da funcdo ¢ feitas por quatro métodos
descritos em [1], a saber: DE-CC que é uma combinagido dos métodos DE (Differential Evolution)
e CC (Constraint Consensus), os métodos hibridos DE-DB e DE-FD, onde DB (Direction Based
maximum) e FD (Feasibility Distance far) sao variagoes de CC, e o método MCC-CV que é uma
variagao do método CC utilizando SQP (Sequential Quadratic Programming).

Tabela 3: Tempo e o ntimero de avaliagoes da fungao de mérito necessarios para obter as solugoes descritas

na Tabela 2.
Problema t* NAF NAFDEfC]C NAFDEfDB NAFDEfFD NAFMCC,‘fCV
1 0,022 2338 42100 42420,83 42312,5 24612
2 0,162 5985 240000 240000 239875 151080
3 0,009 49 - - - -
4 0,061 3074 - - - -

Observe que nos problemas 1 e 2 temos NAF < NAFpg_cc, NAF < NAFpg_pp, NAF <
NAFpg_rpp e NAF < NAFycc—cv, indicando que o TGO-FDIPA foi mais efetivo na busca das
solugoes desses problemas.

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0297 010297-6 © 2022 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0297

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

5 Consideracoes Finais

No presente trabalho, testamos a eficicia da Inicializagao Global Topografica na geragao de
pontos iniciais adequados para os métodos de busca local, empregados na resolugao de problemas
de otimizagao com restri¢oes de igualdade e desigualdade. Aqui, a busca local foi realizada usando
o Algoritmo de Diregoes Viaveis e Pontos Interiores (FDIPA).

Experimentos computacionais foram realizados usando quatro problemas de teste previamente
estudados na literatura, com o objetivo de verificar se a metodologia aqui apresentada é capaz de
obter as solugoes dos problemas. Foram também comparados os nimeros de avaliagoes da funcao
de mérito necessarios para solucionar cada teste, utilizando diferentes métodos. Os resultados
obtidos mostram que TGO-FDIPA é uma ferramenta numérica eficiente na busca das solugoes
globais do problema de otimizagao com restrigoes mistas.
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